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Prefacio

El propdsito de este libro es compilar
un conjunto de elementos para que
el estudiante de ingenieria eléctrica
construya conocimientos de mecénica
que le serdn necesarios para cumplir
su rol profesional como ingeniero.
Los esfuerzos de esta compilacion tie-
nen importantes créditos en un profe-
sor anterior de la cadtedra de Mecanica
Técnica, el ingeniero Ramo6n Solowey,
actualmente jubilado.

Sibien este libro estd orientado a alum-
nos del segundo afo de la carrera de
ingenieria eléctrica de la UTN FRC,
se espera que sea de utilidad a otros
alumnos e ingenieros.

Dedicado a Mdximo y Mateo
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1.1

erpo rigido
ric 5 iN-:

Generalidades

La mecdnica es la parte de la fisica que estudia el estado de los objetos fisicos en tiempo y
espacio, y las influencias que otros objetos tienen sobre dicho estado. A su vez, la mecdanica
tiene muchas divisiones: clésica, relativista, cudntica, etc. Nos restringiremos a estudiar la
mecdénica cldsica en donde los objetos fisicos son cuerpos rigidos y estan sujetos a la accién
de fuerzas e incorporaremos algin concepto de termodindmica y electromagnetismo. Entre
otras posibles divisiones de la mecénica clasica, podemos mencionar dos que son de base:

1. Estatica: Estudia las caracteristicas del estado de equilibrio de los cuerpos y su relacién

con las condiciones que lo determinan (desde época de fildsofos Griegos)
2. Dindmica: Estudia las caracteristicas del estado de movimiento de los cuerpos y las
condiciones que lo determinan (Galileo, Newton,...)

La dindmica, a su vez, se divide en:

1. Cinemética: Estudia la geometria del movimiento, relacionando posicion (desplaza-

miento), velocidad, aceleracion, y tiempo, sin tener en cuenta las causas del movimiento.

2. Cinética: Estudia la relacion entre las fuerzas que acttian sobre un cuerpo, la masa y su

distribucién, y el movimiento del mismo.

Figura 1.1: Un problema tipico de la dindmica es determinar el movimiento de un objeto
debido a las fuerzas y momentos que actian, y el converso es determinar las fuerzas y
momentos necesarias para producir un movimiento, por ejemplo, el de la antena que se
muestra.
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Para estudiar la flexibilidad de los cuerpos, se recurre a la mecanica de medios continuos.
En este curso, consideraremos a todos los cuerpos como rigidos, permitiendo también el
empleo de vinculos y acciones generadas por medios elédsticos. Entonces definimos:
Cuerpo rigido (CR): es un sélido ideal indeformable, es decir, donde la distancia entre dos
puntos cualquiera del mismo no cambia. El cuerpo rigido puede trasladarse y rotar.
Particula o punto: es un cuerpo rigido que contiene materia e independientemente de su
forma y tamafio (molécula, cohete, etc) tiene un movimiento de rotacién despreciable.
En orden de complejidad, en este curso se estudia la dindmica de:
= Particulas (con determinada masa y sin inercia),
= Sistemas de particulas,
= Cuerpo rigido (con masa e inercia),
= Sistemas de cuerpos rigidos, vinculados por pares cinemaéticos, y
= Sistemas electromecdanicos.

Tipos de movimientos de un cuerpo rigido

Los movimientos que puede tener un cuerpo rigido [ , Cap. 15] se clasifican en
movimientos simples

1. Traslacién (pura): Movimiento durante el cual, cualquier linea recta que une dos pun-
tos del CR permanece en la misma direccién. Los puntos pueden tener trayectorias
rectas 6 curvas, paralelas entre si.

2. Rotacion (pura): Las particulas del CR se mueven en planos paralelos sobre circunfe-
rencias con centro en un eje. Las particulas sobre el eje tienen velocidad y aceleracién
nulas.

y en movimientos compuestos, que se clasifican como

1. Movimiento general en un plano: Todas las particulas del CR se mueven en planos
paralelos. No es ni rotacién pura ni traslacién pura, pero se puede descomponer el
movimiento en una traslacién seguida de rotacién y viceversa.

2. Movimiento alrededor de un punto fijo: Movimiento tridimensional de un CR unido a
un punto fijo O. Un ejemplo es el trompo (con distribucién de masa especial) girando
sobre un piso rugoso.

3. Movimiento general: Movimiento que no cae en las categorias anteriores (manipulador
robético, brazo humano, avién, etc).

El Teorema de Euler enuncia que la rotacién espacial o tridimensional puede concebirse
como el giro de un cuerpo alrededor de un tinico eje (denominado eje de Euler), de orientacion
definida, alrededor del cual se mide un dngulo de giro. En las aplicaciones de ingenieria
eléctrica que veremos en este curso consideraremos que este eje permanece fijo.

El Teorema de Chasles enuncia que todo movimiento tridimensional finito se puede
descomponer como una traslacion pura alo largo de un eje invariante seguida de una rotaciéon
pura alrededor del mismo eje y viceversa.

El espacio en donde se mueven los cuerpos puede tener dimensiones que van desde 1
(unidimensional) hasta 6 dimensiones, y se lo caracteriza por un pardmetro de movimiento,
A, con valores:

= A =3 cuando tiene 3 dimensiones. Por ejemplo, el movimiento plano, consiste de 2

traslaciones paralelas a un plano y 1 rotacién alrededor de un eje perpendicular al plano.
También corresponde al movimiento esférico en donde las 2 traslaciones suceden en
superficies esféricas concéntricas y la rotacion es alrededor de ejes que pasan por el
centro de la esfera.

= A =6son las 3 traslaciones y 3 rotaciones en el espacio. Por ejemplo, el de un vehiculo

aéreo.
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Figura 1.2: Ejemplos de movimientos: (a) plano general, (b) a punto fijo, y (c) espacial general.

1.3 Grados de libertad de cuerpos rigidos vinculados

Los cuerpos rigidos se combinan y vinculan entre si para obtener movimientos variados en
puntos de interés. Los pares cinemdticos son vinculos que conectan dos cuerpos permitiendo
movimiento relativo en algunas direcciones y lo restringen en otras. Segin Franz Reuleaux
(1876) [Reu76] se clasifican en:

» Los pares cinemdticos bajos poseen contacto entre superficies.

= Los pares cinemadticos altos poseen contacto en una curva, en una linea o en un simple

punto. Ejs.: Engranajes, conos, cilindros, levas, esferas, etc.
El par de Hooke (Universal) consiste de dos pares rotoidales con ejes a 90°.

Tabla 1.1: Grados de libertad (GDL) de pares cinemaéticos frecuentemente usados

Par Simbolo | GDL | Rotacional | Traslacional
Rotoidal R 1 1 0
Prismatica p 1 0 1
Cilindrica C 2 1 1
Helicoidal H 1 1 acoplado
Esférica S 3 3 0
Engranaje G 2 1 1

Leva Cp 2 1 1

1GDL

Figura 1.3: Pares cinematicos bajos que permiten 1, 2 y 3 grados de libertad

El grado de libertad (GDL) de un ensamblaje de cuerpos o movilidad M de un mecanismo,
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depende en primer lugar, del espacio en donde se mueven los cuerpos de interés (en un
plano o en esferas concéntricas A = 3, en el espacio 3D A = 6), en segundo lugar, depende
de la conexién entre los cuerpos y de los tipos de conexiones cinemadticas. Para el calculo
de la movilidad, primero asumimos que tenemos n cuerpos libres; sus grados de libertad
son An. Como uno de los cuerpos es la fundacién o cuerpo fijo y los cuerpos restantes
tienen algin movimiento relativo al mismo, los grados de libertad totales se reducen a A(n —
1). Estas libertades se ven reducidas por las restricciones. Un par cinemdtico i permite f;
grados de libertad, segun la Tabla 1.1, y restringe A — f; grados. Si n cuerpos se vinculan
apropiadamente a j pares cinematicos, la férmula de Chebychev-Griibler-Kutzbach (CGK)
predice a los grados de libertad para el mecanismo o robot como la diferencia entre los GDLs
libres y los restringidos

j
M=An-1)-> A-f)

i=1

j
=An-j-D+) fi

i=1

(1.1)

Un ensamblaje puede tener movilidad nula y formar una estructura, como el tridngulo
articulado que se utiliza en estructuras reticuladas. Ademas, esta ecuacién es invalida en
casos geométricos especiales que han dado lugar a muchos mecanismos ttiles denominados
sobrerestringidos.
Entre los casos en que la formula CGK es vélida, puede mencionarse
= Ej.1: Mecanismo de 4 barras plano con 4 uniones rotoidales, también conocido como
cuadrildtero articulado. Se tiene A = 3, n =4, j = 4, donde cada unién restringe (3—1) = 2
GDL.

M=3(4-1)-4[(3-1)]=9-8=1GDL

= Ej.2: Plataforma espacial de Stewart-Gough. Posee 2 plataformas, una es fija. Estan
vinculadas por 6 extremidades (patas) de dos cuerpos cada una con uniones U(2R)-P-S.
Luego,A=6,n=14, j =24

M=6(14-1)-6[(6-2)+(6-1)+ (6 —-3)]
=6-13-6[4+5+3]=6-13-6-12=6GDL

» Fj.3: Plataforma 6 GDLs con extremidad U-C-U tiene 2+2+2=6 GDL est4 actuada en el
cilindro. Hay muchas otras combinaciones...

Si bien la ecuacién de los grados de libertad de estos mecanismos es simple, la cinemdtica, la
dindmica y su control son muy complejos. Por ejemplo, una vez elegida la conectividad de los
cuerpos se desea que un punto de uno de los cuerpos pase por una trayectoria, se mueva en
un 4rea, o en un volumen predefinido. Las estructuras de las plataformas paralelas como la
de Stewart Gough (Fig. 1.3) se destacan por sus ventajas de rigidez, robustez y precisiéon. A
pesar de tener un volumen 1til pequefio en relacién a su tamafio (cuando se los compara con
robots de cadena abierta), se los aplica a robots de cirugia, simuladores de manejo, maquinas
de mecanizado de alta velocidad, etc.

En motores de combustion interna, el mecanismo biela manivela que transforma un
movimiento de traslacién pura en uno de rotacion. La expansion de la combustién de un gas
en una presién sobre un cilindro produciendo una fuerza neta que traslada al pistén, cuya
traslacién pura se convierte a través de la manivela en una rotacién pura de la manivela que
forma parte de un érbol o ciguefnal.
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Bp Bs

i -
B P Moving Q) Bs S-joint

platform

Figura 1.4: La plataforma de Stewart-Gough esquematizada en (a) tiene aplicacién en: (b)
simuladores de vuelo, (c) como posicionador de precision, y (d) puede montarse con base fija
sujeta a un techo.

Anterior a los motores de combustién interna, se utilizaban méquinas de vapor o de
combustion externa, donde el vapor era generado mediante calderas calentadas a carb6n
y accionaba émbolos de movimiento rectilineo oscilante; el desafio de disefio era convertir
a la traslacién pura del émbolo en movimiento rotativo puro, ello dio lugar a los mecanis-
mos de Watt y de Stephenson que fueron protagonistas de la Revolucién Industrial, un hito
econémico mundial. Los motores de combustién interna fueron superiores en potencia y
compacticidad. Debido a la confiabilidad de los sellos entre el cilindro y pistén, no han podido
ser reemplazados por los motores rotativos tipo Wankel.

En la opinién del autor, los avances producidos por los motores de combustién externa e
interna, ambos utilizando combustibles fésiles, no han sido tan significativos como los que
produjo el aprovechamiento de la energia eléctrica y el uso de energias renovables. En nuestro
pais, cohesisten las locomotoras diesel-eléctricas FIAT, Materfer (Cérdoba), General Motors,
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General Electric y China North Locomotive [ ], en donde existe un acoplamiento entre
un motor Diésel y un generador eléctrico de corriente alterna que es rectificada a continua
y alimenta diversos motores eléctricos de traccién [ ]. Las locomotores eléctricas se
benefician de la alta eficiencia de los motores eléctricos, de frenos regenerativos, y de que
producen baja polucién. Ademads, en muchos lugares del mundo la energia eléctrica que
las alimenta es producida por fuentes renovables y las toman de un conductor de tendido
eléctrico exterior a lalocomotora.

Estos dltimos preliminares de cardcter informativo se volverdn a ver en el transcurso del
dictado, vinculan a la mecénica y los mecanismos como nexo con la utilizacién de la energia
eléctrica. A continuacién se repasan los conceptos basicos de cinemadtica y dindmica del
punto.
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El movimiento rectilineo es el movimiento de una particula en linea recta. En un instan-
te dado ¢, la particula ocupard una posicién sobre la recta. Se desea conocer la posicion,
velocidad y aceleracién de la particula en dicho instante.

2.1 Posicion, velocidad y aceleraciéon unidimensional

Para definir la posicion P de la particula:
1. Se toma un origen fijo O sobre la recta y una direccién positiva a lo largo de la misma.
2. Se mide la distancia s del punto fijo O al punto mévil P, con el signo correspondiente.
La distancia s, con el signo apropiado, define la posicién y se la llama coordenada de posicién
de la particula. Para el ejemplo de la Fig. 2.1, la posicién es s = +6m.

S(-)— .— s(+)

Figura 2.1: Definicién de la posicién de un punto y su coordenada

El movimiento esta definido por la ley de variacion de la coordenada de posicién s para
cualquier instante ¢, en forma de funcién s = f(¢); por ejemplo como s(t) = 612 — 3.

En el Sistema Internacional (S.1.) de unidades la posicion se mide en metros [As] =my en
el sistema S.U., imperial o inglés se mide en pies [As] = pie donde 1 pie = 0,32m. En paises de
habla inglesa al pie, se lo designa también como ft (por feet).

El desplazamiento es la diferencia entre la posicion final y la inicial As = sf — s; en un
lapso de tiempo At = t; — t;. En el ejemplo de la Fig. 2.2, As' =5-3 =2; As" =2-5 = -3;
As=2-3=-1=As'+As"

La velocidad media es el cociente entre el desplazamiento y el lapso de tiempo At en que
ocurre el mismo:

As

Um:_

At
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S(-)=—  — s(+)
P" P P
S————+—o0—

2 3 4 5

As: As'

>
< As

Figura 2.2: Ejemplo de desplazamiento

en donde el signo depende sé6lo de As.

La velocidad (instantdnea) se obtiene escogiendo intervalos At cada vez mds pequefos para la
expresion de la velocidad media, y en el limite se obtiene la definicién de la derivada temporal
del desplazamiento:

. As ds
v(t)= lim — =

e 2.1)
At—0 At dt

Las unidades de velocidad son [v] = [v,,] = [L]/[T]. Se mide en m/s en el SI, y en pie/s en el
SU. La magnitud de v es la rapidez.

Un cambio de velocidad finito es la diferencia entre la velocidad final y la inicial Av =
vy —v; enun lapso de tiempo At = t7 — t;.

La aceleracién media es el cociente entre el cambio de velocidad y el lapso de tiempo At
en que ocurre, y se la define como:

_Av

a = —_—
AL

en donde el signo depende sélo de Av.

La aceleracion (instantdnea) se obtiene escogiendo intervalos At cada vez mdas pequenos,
en el limite, se tiene:

. Av dv
a(t)= lim — = —
At—0 At dt 2.2)
. d (ds)_ d?s ’
S dr\dr)  dr?

Las unidades de aceleracién son [a] = [a,,] = [L]/[T]%. Se mide en m/s? en el SI y en pie/ s? en
el SU.

Otra expresion de la aceleracion instantdnea se obtiene partiendo de v = %, en donde se
despeja dt = %ds tal que reemplazada en la aceleracion resulta en una ecuacion diferencial
dependientede vy s

dv dv
a(t)=—=v

- 2.3
dt ds’ 23)

o se obtiene aplicando la regla de la cadena considerando a v como depediente de s(#), tal
que
® dv ds
alt)=— — .
ds dt
~—~—~

v
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Problemas directo e inverso

En los problemas de movimiento rectilineo, dada una de las funciones que describen el
movimiento, s = s(t), v = v(t), 6 a = a(t), se deben obtener las otras dos funciones, ya sea
derivando (problema directo) o integrando (problema inverso).

Si recuadramos a la funcién dato, el procedimiento seria el siguiente

— N —ds _, —dv
s=5(1) V=4 a=-q

s=[vdt — ’Uzu(t)‘—» a:%

s=fvdt— v=[adt— |a=al(t)

Movimiento rectilineo variado, uniforme y uniformemente acelerado

El primer y segundo caso son sencillos de resolver. Para el tercero, se tienen 3 casos segiin
esté dada a:
I) En funcién del tiempo a = f(¢) se denomina Movimiento Rectilineo Variado (MRV), y
hay dos casos notables con nombres propios:
= Sia(t) =0, Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU).
= Si a(t) = cte, Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado (MRUA).
II) En funcién de la posicion a = f(s).
III) En funcién de la velocidad a = f(v).

Movimiento rectilineo variado

Para el caso I general de MRV, dada a = f(¢), en la expresion a(t) = % aplicamos el
método de separacion de variables, en donde el miembro izquierdo queda en funcién de vy
el derecho de ¢, luego integramos con respecto a dichas variables

a(t) = % —dv=a()dt= f(n)dt

fdv :ff(t)dt

En el tiempo inicial #, se conoce la posicién yla velocidad, sy y vo, se las denomina condiciones
iniciales (C.I.) y serdn los limites inferiores de las integrales

v t t
f dv:f fodt; v—Vo=f fde—[v=v()]
Vo 0 0

de v(p) = % despejamos ds = v(t)dt e integramos para las C.I.s
s t t t
f ds:f v(t)dt:f v0+f f(t)dt)dt—»
So 0 0 0

Movimiento rectilineo uniforme

Para el caso I particular MRU, de velocidad constante o aceleracién nula a = f(¢) =0, se
utilizan las condiciones iniciales sp y v al tiempo

t
o= [ oar=0[v=e=w
0

de v(p) = % despejamos ds = v(t)dt e integramos para la C.I. de posicién

S t t t
[ ds:f v(t)dt:f (vo)dt:vof dt
So 0 0 0

Claramente, si a = 0, la velocidad es constante y la posicién es una funcién lineal del tiempo.
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Para el caso I particular MRUA, de aceleracién constante donde a = f(f) = cte=apy
condiciones iniciales sy y v al tiempo £y, y se obtiene

t
v—v0=f apdt =apgt — | v(t) = vy + apt
0

dev(?) = dt S despejamos ds = v(t)dt e integramos para la C.I.

fds—f l/(l’)dt—f (vo+ apt)dt

1
s— so—vot+2a0t — s(t)—so+vot+2agt

Claramente, si a es constante, la velocidad es lineal y la posicion es cuadratica con el tiempo.
En el MRUA con a = f(t) = cte = ap y cuando el lapso de tiempo no se conoce, también

se puede utilizar la expresion (2.3) para hallar v(ayg, vy, So, s) = v(s). Usando a(?) = v% =ayy
separando variables, obtenemos

vdv = apds,

e integrando m.a.m. para las C.I. sy y vy al tiempo £

v N
f vdv:/ apds
Vo So
2

L o 5 2
E(U —vg) = ap(s—sg) = | v° = vy +2ap(s— o)

Movimiento rectilineo variado en funcion de la posicion

Para el caso II de aceleracion en funcién de la posicién a = f(s), también se integra (2.3),
es decir, a(s) = pdu d , ¥ separando variables obtenemos

vdv = a(s)ds

e integrando m.a.m. para las C.I. sy y vy al tiempo

v S
f vdv=f a(s)ds
120 So
1 S N
E(U2 - vé) =f a(s)ds — V2 = vg +2f a(s)ds—»

So So

Dev = %, vimos que se despeja dt = —=ds, e integrando m.a.m. para las C.I. se obtiene la

funcién s(t)

[dt f—ds
v(s)

t—to—f —ds—» s=s(t) . v=$§ .. a=v=3%§
so V()

v(s)
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Movimiento rectilineo variado en funcién de la velocidad

Para el caso III, de aceleracién en funcion de la velocidad a = f(v), se parte de a(v) = %.
Separando variables, obtenemos

dt = Ldv,
a(v)

e integrando m.a.m. para las C.I. sy y vy al tiempo f; se obtiene

t vo1
/dt:f —dv
ty 120) a(U)
v

t~to= [ ——dv—[v=000)]
v a(v)

integrando la velocidad v = % se obtiene .". s(t) = 5o — ftz v()dt
dv(t
y derivando la velocidad se obtiene la aceleracion| a(f) = (l;(t ) .

Como resumen, cabe destacar que las férmulas cerradas para posicién y velocidad se
obtienen para casos de aceleracién nula o constante. Para los casos de aceleracién varia-
ble, la velocidad y la posicién quedan expresadas en forma analitica por dos integrales
sucesivas con sus respectivas condiciones iniciales.

Resolucion simbdlica, numérica y grdfica

Simbédlica: Se aplica cuando se dispone de las expresiones analiticas de las funciones
cinematicas s(t), v(t), a(t) y se resuelven las ecuaciones diferenciales ordinarias correspon-
dientes. Los resultados son exactos. Para el caso en que no se dispone de las expresiones
analiticas o son excesivamente dificiles de resolver, se procede a utilizar métodos numéricos
(mecdnica computacional).

Numérica: Consiste en procesar la funcién conocida, derivdndola o integrdndola con
métodos numéricos aproximantes, para intervalos finitos de la variable dependiente. Se usan
los métodos numéricos que Uds veran en la materia de Calculo Numérico. Por ejemplo, en
sistemas de un vehiculo para el control de estabilidad total (que evita deriva del vehiculo y mi-
nimiza el patinamiento de ruedas optimizando la traccién), la sefial o funcién cinemaética de
posicion angular medida se filtra o suaviza, y luego se integra o deriva para tomar decisiones
de control sobre el torque en ruedas.

Gréfica: Las técnicas de derivacion e integracion gréfica se han dejado de usar por el éxito
de las dos anteriores facilitadas computacionalmente. La interpretacion entre las curvas, sus
pendientes y el rea bajo las curvas es importante.
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>
t

Figura 2.3: Interpretacion de la derivada: La velocidad en el instante #; es el valor de la
pendiente de la recta tangente a la curva de posicion en ese instante. La aceleracién en el
instante f; es el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de velocidad en ese
instante.

3 3 >

ty t2 t

Figura 2.4: Interpretacion de la integral: Conociendo la funcién a(¢) (dibujada a la izquierda)
es posible obtener la funcién velocidad (dibujada al medio) por integracion: la velocidad en
el instante f, es igual a la velocidad en el instante #; més el drea bajo la curva de aceleracién
entre los instantes 1, y f», es decir, v(t2) = v(t;) + J; t? a(t)dt. Idénticamente, dada la funciéon
v(t) (dibujada en el medio) es posible obtener la funcién posicién por integracion: la posicion
en el instante #, es igual a la posicién en el instante #; mds el drea bajo la curva de velocidad
entre los instantes #; y f, es decir, s(fp) = s(f;) + ft? v(p)dt.
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A continuacidn se describe la traslacion curvilinea que convenientemente se desarrolla en
el espacio tridimensional [BJC10, Cap. 11], desde donde se pueden enunciar razonamientos
validos para dos dimensiones.

3.1 Sistemas de coordenadas

La coordenada escalar de un punto es un valor o conjunto de valores numéricos que
expresan cuantitativamente la posicién del punto respecto a un sistema fijo de referencia.
Comenzaremos describiendo distintos sistemas de referencias y las coordenadas en los
mismos.

Coordenada natural o intrinseca: Es una coordenada lineal dada por la longitud de arco
s de la trayectoria de la particula, definida entre el origen fijo O y el punto P(s) ocupado por
la particula P. Se elige un origen Oy un signo para s desde O. Observacion: Como se muestra
en la Figura 3.1, este sistema de coordenada depende de la trayectoria.

Figura 3.1: Definicion de la coordenada natural de posicion.

Coordenadas Cartesianas rectangulares: El sistema consiste de ejes fijos ortogonales
definidos por la interseccién de planos ortogonales.
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= Los ejes se cortan en el origen fijo O que los divide en semiejes positivos y negativos.
Estos signos definen un sistema dextrégiro (regla de la mano derecha) o levégiro y
definen también el signo de los dngulos. Por ejemplo, un angulo positivo alrededor del
eje x gira, observando desde x+, desde y hacia z. La regla de la mano derecha indica
giro positivo cuando el pulgar apunta desde O hacia x+ y se gira la mano hacia la punta
de los dedos.

= Las coordenadas cartesianas x, y, y z de un punto P, son las distancias de P a los planos
coordenados YOZ, XOZ y XOY, respectivamente.

Y(+)

P(x.y,z)

Figura 3.2: Coordenadas Cartesianas rectangulares

» Distancia OP = \/x2 + y% + z2.

= Los cosenos directores son los cosenos de los angulos @, By y entre el segmento OP ylos
ejes X, Y y Z, respectivamente mostrados en la Figura 3.3. Estos valores, multiplicados
por el tamano del segmento OP permiten obtener las coordenadas como:

x=OPcosa;
y:ﬁcosﬁ; (3.1
z=ﬁcosy

Observacion: Como se muestra en la Figura 3.2, las coordenadas Cartesianas son indepen-
dientes de la trayectoria.

Otros sistemas en R?:

= Polares: P(r,0),conr=0y0=<6 <2m.

Otros sistemas en R3:

= (Cilindricas: P(R,0,z),conR=0,0<=60 <2nyzeR.
= Esféricas: P(R,0,¢),con R=0,0<0<2ny0<¢ <.

Coordenada vectorial

Una magnitud vectorial tiene un valor o magnitud escalar, direccion y sentido. Un vector
se puede expresar como el producto de su magnitud por un vector unitario.
7

r=re, =re, lel=1
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Y(+)

P(x,y.z)

Figura 3.3: Angulos necesarios para definir las coordenadas a través de sus cosenos y la
distancia OP.

P(1,0)

0()

Figura 3.4: Definicién de las coordenadas polares: la distancia r del origen al punto P es
definido positivo, el &ngulo 6 se mide positivo en el sentido antihorario.

Figura 3.5: Vector posicién utilizando la coordenada vectorial.
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= El vector se puede expresar como combinacién lineal de vectores base (versores) y los
nimeros que multiplican a los vectores base son denominados coordenadas vectoriales
o componentes del vector en cierta base.

r=rye;+re+rses; le;l=1, i=1,2,3

= Las componentes se arreglan como duplas (r1,72) en el plano o tripletes (r, 72, 73)
ordenados para el caso tridimensional.

= Al vector lo denotaremos en letra mindscula negrita; manualmente, lo distinguimos
por una flecha arriba.

Versores

Un versor es un vector unitario que sirve de base vectorial para definir otros vectores, se
lo designa con un sombrero y en negrita. Un conjunto de versores define un espacio vectorial.
Describiremos primero diversos tipos de versores.

Versores naturales

Los versores naturales o intrinsecos en R3 se utilizan con coordenadas naturales. Se definen
como versores ortogonales entre si con origen fijo a la particula O = P y orientdndose segtin
la geometria de la trayectoria del siguiente modo

= Versor tangen(:lal 11, es tangente a la trayectoria.

= versor normal ,, dirigido hacia el centro de curvatura, es ortogonal al tangencial 7; y

define con el mismo el plano osculador.

» versor binormal ¢}, es normal al plano osculador.

Figura 3.6: Definicion de los versores naturales (también llamado triedro de Frénet-Serret)

Observacion: la orientacién de la terna {2;,2,,1,} varia con la posicién y depende de la
geometria de la trayectoria en dicha posicién.

Versores Cartesianos

Definiremos a los versores Cartesianos en R3 como ortogonales entre si, fijos a los semiejes
positivos X, Y y Z de un sistema de coordenadas cartesianas y denotados como {%,7,k}.
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Por ejemplo, la posicién de P(x, y, z) se puede expresar mediante 3 componentes vecto-
riales, cada una de ellas expresadas como combinacién lineal de los versores

r(X,),2)=r1+7r2+73

=xt+yj +zk

)

Figura 3.7: Versores cartesianos utilizados para expresar las componentes vectoriales del
vector posicion.

Observacion: La orientacion de la terna {2, 7, k} es invariante para cualquier trayectoria.

Versores de otros sistemas coordenados

Siguiendo el razonamiento anterior, se definen versores como base de vectores definidos
en otros sistemas coordenados, por ejemplo:

Versores polares R2 (ver Figura 3.8):

= versor radial 4,, tiene direccion dirigida del origen al punto.

» versor transversal g, perpendicular al anterior y adelantado 90°.

= La orientacién de la terna {'L'A,, i};} cambia con el punto de la trayectoria.

Versores cilindricos R:

= versor radial i, tiene direccién dirigida del origen al punto proyectado en el plano

polar, es paralelo al plano polar.

= versor de altura k, perpendicular al anterior y adelantado 90°.

= versor transversal iy, perpendicular al radial y al de altura.

= La orientaciéon de la terna {’I:}?, ’iAg, I%} cambia con el punto de la trayectoria.

Versores esféricos R>:

= versor radial i3, tiene direccién dirigida del origen al punto.

= versor de longitud iy, perpendicular al anterior y paralelo al meridiano de referencia.

= versor de latitud ’I::p, perpendicular a los anteriores y paralelo al paralelo de referencia.

» La orientacion de la terna {ig, i, i:p} cambia con el punto de la trayectoria.
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lg 1,

> A

P(r,0)

0

Figura 3.8: Ejemplo de versores polares: Se consideran con origen en el punto P para definir
las derivadas de la posicién (velocidad, aceleracidn, etc.).

3.3 Vectores posicion, velocidad y aceleracion

Vector posicion en R3: Es la funcion vectorial dato dada como 7 (1).

P'

&}

Figura 3.9: Definicion vectorial del vector de la velocidad instantdnea

Vector velocidad en R3: Se tiene una particula P al instante ¢ en posicién () y luego, en
P’ alinstante ¢’ = t+ At en posicion r(t + At) = 7.
Velocidad media:

5 Ar(®) r(+AtD)—-r(
’Um: =
At At

Velocidad instantdnea:

o Ar(®) dT
im =—
At—0 At dr

—
v =

Rapidez: es la magnitud de la velocidad

s

N . As PP ds
v=|v|=lim — = lim =—
At—0 At At—0 At dt
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3.3.1 Vector aceleracion en 3D

A continuacién desarrollaremos la expresién del vector aceleracion en R3.
P(1) con velocidad v.

P'(t+At) con velocidad v(t+ At) = v .

Aceleracion media:

. M@ v+ AD -
oAt At

Aceleracion instantdnea:

= im Av(t) dv d*7
a = == —
At—0 At dr dr?

La curva descripta por el extremo del vector v es llamada hoddgrafa del movimiento. La acelera-
cién @ es tangente a ella.

v

P'

<

o)

hodografa

Figura 3.10: Para determinar la direccién del vector aceleracion, se ubican a todos los vectores
velocidad en un origen comun, describiendo en sus extremos a la curva hodégrafa. El vector
aceleracién instantdnea es tangente a la hodégrafa en el punto considerado.
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Derivadas temporales importantes

Utilizando la definicién de la derivada de una funcién vectorial P ()
dP . P(t+An-P@)
=lim —— =
dr A0 At
se pueden obtener las derivadas de la suma con otra funcién vectorial Q(¢)
dP+ 5) dP , 49 dQ
dt T dr dr

y entre los productos notables y posibles, incluimos respectivamente, el producto por una funcién
escalar f (1), el producto escalar y el producto vectorial con otra funcién vectorial, obteniéndose las
siguientes propiedades de la derivacién temporal:

dfP) _df 5
dr dt f (52
dP-Q) _ dP . d@
i -Q+P ar (3.3)
d(ﬁ’ij)_dP ~ - dQ
T =4 xQ+ P x i (3.4)

Estas reglas de derivacién junto con la eleccién del sistema coordenado y sus versores, nos
permitirdn obtener diferentes expresiones de la posicién, velocidad y aceleracién.

Componentes tangencial y normal de la aceleracion

En coordenadas naturales el dato es la funcién de la posicién s(z). Representamos al vector
velocidad como el producto de la funcién escalar v(¢) = § y el versor 2 ,(s(#)) variable con la posicién y
el tiempo:

v =i, (3.5)

La aceleracién se obtiene derivando a la funcién vectorial ¥ con respecto a ¢ como el producto de
la Ec. (3.2), obteniéndose dos términos:

dT)) d(U'Lt) dUA d'l,t

a dar atttar

(3.6)

= En el primer término, una componente de la aceleracién tendra direccién tangencial y sentido
dependiente del signo de 4 T7; se la denomina aceleracion tangenc1a1

= Enel segundo término necesitamos conocer el significado de ¢ d , la derivada temporal del
Versor ;.
Derivada temporal del versor i
Definimos al plano osculador en un punto como el plano que es generado por los versores
tangencial y normal. Dadas dos posiciones de la particula, P y P/, dichos planos se muestran en la
Figura 3.11. Primero se considera que el versor i depende de la rotacién 6 de los planos osculadores y
esta rotacion depende del tiempo. Luego, aplicando la regla de 1a cadena se obtiene

di;(0(1) _ di; o (3.7)
dt  do dr
donde, es una velocidad angular que analizaremos luego. Nos enfocaremos a analizar el primer
producto con el auxilio de la Figura 3.11 y la definicién de derivada
-~ o~/ -
de; i U —z; - lim Au Aty - (3.8)
do a6—-0 A0 A6—0 AO
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es decir, que la curva descripta por el extremo del versor i que instantaneamente es circular, tiene un
vector tangente cuya direccion es la del versor in.

Superponemos a los origenes de planos osculadores que rotan un dngulo Af. Debido a que la
magnitud de los versores se preserva, la magnitud de la derivada del versor i; es unitaria (recurriendo a
aplicar trigonometria a los dos tridngulos que se dibujan en la parte inferior de la Figura 3.11 y usando
un caso de limite notable de la funcién sin(x)/x = sinc(x))

di; | o 2sin(A0/2)
do| ao—o AO
. sin(A0/2) B

= lim
A0—0 (ABO/2)

ANJ

Figura 3.11: Planos osculadores de la particula a tiempo ¢ y ¢/, superpuestos en un origen
comun O.

En segundo lugar se considera que el versor i depende de la rotacién 6 de los planos osculadores
y esta rotacién depende, ademas, de la posicién s como funcién del tiempo. Luego, aplicando la regla
de la cadena se obtiene la derivada temporal del versor i,

di,0(s(1) _ diy d0 ds _ v~
dt ~ d9 ds dt p "
—~—

,Lf;l/p v
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Donde el radio de curvatura se deduce geométricamente como

arco 1 angulo df

—_ — =

- angulo p arco  ds

arco
angulo = —— .".radio
radio

Finalmente, la aceleracién se descompone en sus componentes tangencial y normal de la siguiente
manera

a2 Py

- 3.t ¢tn

dz o
=atit+anin

—y —
=art+ay

Las coordenadas naturales tienen como principal ventaja a su interpretacién clara:

1. a; siempre tiene direccién tangente a la trayectoria y su magnitud % indica la tasa de cambio
de la rapidez de la particula.

2. a, siempre estd dirigida hacia el centro de curvatura C de la trayectoria e indica tasa de cambio
de la direcci6on de su movimiento.

3. aj, =0, no existe componente de aceleracién en direccién binormal {EJ =i, x Z;

Como desventaja, las coordenadas naturales requieren del conocimiento previo de la geometria

de la trayectoria, la cual no siempre es un dato.

3.6 Componentes Cartesianas de la posicion, velocidad y aceleracion

El movimiento curvilineo se puede descomponer en tres movimientos rectilineos independientes
que son representados en coordenadas Cartesianas por las funciones del tiempo x(t), y(t) y z(¢)
(parametrizacion de la trayectoria), en donde los versores {/12\,3, E} son invariantes en el tiempo. Como
las derivadas con respecto al tiempo de los versores se anulan, las ecuaciones cinemadticas resultan

= Posicién:

T(x,y,2)=x(0i+y(0] +z(Ok =Ty +T,+ 7,
= Velocidad:
d7¥ dx~ dy- dz

PR TR Ta T

-~ -~ =~ — — —
=Uxl+ vy +vk=v+v,+v;

v = k=xi+yj+zk

= Aceleracion:
dT; _ dz.X'/_\ dzy/}+ d2Z

— = i+
dr dez' T ar? T ag
=axi+ayj+ak=ax+ay,+a;

a= k=3ii+jj+zk
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Z

Figura 3.12: Componentes Cartesianas de posicion, velocidad y aceleracién.

Las componentes vectoriales de la posicién, velocidad y aceleracién, se illustran como vectores en
trazos en la Figura 3.12, y expresados en la forma

— e
T =Xxi+yj+zk
— By ey .
v =Xt+yj+z2k
— e e 7
a=X+jj+Zk

se aprecia que las leyes de movimiento son desacopladas o independientes en sus direcciones ortogo-
nales.

Ventajas de las coordenadas Cartesianas:

= Vectores posicién, velocidad y aceleracién expresados en la misma terna invariante con el
tiempo e independiente de la trayectoria.

» Adecuado para implementacién computacional para simular multiples particulas.
Desventajas:

= Dificil interpretacién de las componentes, a menos que se visualicen los vectores.

Componentes polares de la velocidad y la aceleracion

En muchos casos de movimiento plano (en R2) conviene utilizar una descripcién en coordenadas

polares r(t) y (1), donde el vector posicién que expresado en términos del versor radial tinicamente,
no asi sus derivadas (velocidad y aceleracién).

Posicién:
— o
T =Tt

Para derivar la posicién, aplicamos la Ec. (3.2) gira A8

driy) 47 _dro diy
dr — dt dr" O dr

—
v =

y para analizar las derivadas de los versores se consideran dos instantes para 7 como se muestra en la
Figura 3.13 y se aplica la definicién de derivada. En forma andloga que para los planos osculadores de

las coordenadas naturales, se obtienen la derivada temporal del versor radial i y la derivada temporal
del versor transversal zg
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di,0(1) di, 40 -~  ~
dr " dg dr Q=i ©9)
—— =
P
dig@(0) dip d§ .~
TR I TR (310
——

i 6

donde es indistinto usar § u  para expresar la velocidad angular del giro de los versores.

Ty

Figura 3.13: Particula en dos posiciones (arriba) y construccién geométrica de los versores
necesaria para obtener sus derivadas (abajo).

Velocidad:

d7 dro di,
_— r—
de ~dr" O dr

—
v =

U =71, +10%g = vi, + Vgl 3.11)

p) Notese que en la expresion (3.11) de la velocidad, v, es independiente del movimiento
transversal pero vy depende de r.
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Aceleracion:

Derivando en (3.11) cada componente vectorial de la velocidad y utilizando las derivadas de
los versores ya definidas en (3.9) y (3.10) se obtiene la aceleracion. Nétese que se deben agrupar los
términos con igual versor en las componentes radial y transversal

a = (;—1; =i+ f% +7(01g) + , 400)
= i1, + 1019 +701g + 1(01g) + r(O(-01,)

a = (i*—réz)i’;+(ré+2r'9)z¢9 =ayi, +apip (3.12)

p) Cabe destacar que en la expresion (3.12) de la aceleracion, a, no es derivada temporal
de v, y ap no es derivada temporal de vy. A diferencia de las coordenadas Cartesianas
los movimientos en las direcciones radial y transversal estan acoplados.

3.7.1 Movimiento angular de una particula

Considerando el caso particular mostrado en la Figura 3.14 en que una particula gira con radio
constante, donde r(t) = cte implica que 7 = 0 y ¥ = 0, se obtienen las expresiones de velocidad y
aceleracion siguientes

Velocidad:

7; = I‘H"ig = l/gig

donde = w es la velocidad angular de la terna de versores con respecto al origen;
Aceleracion:

a =-10%1, +1r0ig = ari, + apiy
donde = a es la aceleracion angular de la particula.

—

A%
1y i
4{
A P(r,0)
7 <
T
0\oo

Figura 3.14: Particula trasladdndose en una trayectoria circular.

p) Si ademads, la velocidad angular es constante, O=w=cte@=a=0), luego

2
A2 Vg\2 ~ Vg ~
a=-rb%,= —r(—) i=—-24,
r r
es decir, se obtiene la expresion de la aceleracién centripeta, bien conocida para un
punto de un cuerpo girando a velocidad angular constante. La velocidad sélo tiene
componente transversal y la aceleracién sélo tiene componente radial.
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4. Cinética del punto

Principios y leyes de la dindmica

Ya conocemos c6mo describir la posicién, velocidad y aceleracién de un punto material en movi-
miento. Comenzaremos a estudiar el efecto de las fuerzas involucradas con un experimento bdsico:

1. Se aplican fuerzas F'y, F'», F'3, ... de diferentes direcciones y magnitudes sobre una misma
particula.
2. Asumimos que un sistema de referencia Newtoniano o inercial* se miden las aceleraciones a1,
@,, as, ... de cada experimento.
3. Se observa que sus magnitudes satisfacen
FF F I
—:—:—:"':Cte:km
a ax das
El valor que relaciona las magnitudes es la masa m de la particula y es una medida cuantitativa de la
inercia a permanecer en el estado actual.

Entonces F'y @ son proporcionales, pero ademads, tienen la misma direccion.

La forma literal en que conocemos los principios bésicos de la dindmica es la siguiente:

1474 Ley de Newton: “Todo cuerpo se mantiene en estado de reposo o movimiento rectilineo
uniforme a no ser que sea obligado a cambiar su estado por fuerzas aplicadas sobre éI”.

3¢4 Ley de Newton: “Con toda accién ocurre siempre una reaccién igual y contraria: es decir, que
las acciones mutuas de dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto”.

Estas dos leyes se estudian en estdtica. En cuerpos acelerados se utiliza la

2441 ey de Newton: “El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz aplicada y ocurre
segun la linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime”.

Definiendo el vector momentum como el producto de la masa por la velocidad p = mv, estas
leyes fueron enunciadas por Newton como:

14’4 Ley de Newton: “El momentum de una masa puntual es constante cuando esta libre de
fuerzas externas”, o sea,

P =m7 =cte 4.1)

y se deduce que si ¥ = U el movimiento es rectilineo uniforme, o se mantiene en reposo estdtico si
—_ g .
v = 0 (Leyde Inercia).

Lcon origen fijo y orientacién constante con respecto a las estrellas polares, o con movimiento a velocidad
constante con respecto al centro de masa del sistema solar.
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P

<l

Figura 4.1: Vectores velocidad y momentum lineal de una particula.

2% Ley de Newton: “La tasa de cambio del momentum de una masa m es igual a la fuerza externa
neta actuante sobre é1”.

dp _ d(mv)

- -F
dr dr

Ecuacion vectorial del movimiento

Si en la 2da ley consideramos que m es constante (como lo haremos en los problemas de este
curso) obtenemos

dv I
m—v =ma=F (4.2)
dt

Esta forma de la 2da ley contiene a la primera cuando F=0.

La segunda ley tiene validez bajo condiciones:

1. Enun marco de referencia inercial

2. Silavelocidad es inferior a la de la luz, que es ¢ = 300000Km/s; luego, podemos despreciar la
curvatura espacio-tiempo y utilizar la geometria Euclidea del espacio; de otro modo, se debe
aplicar la Teoria de la Relatividad de Einstein que excede el alcance de este curso).

Ambos miembros de la 2da ley pueden considerarse como fuerzas

= Fuerza resultante: Si se aplican simultaneamente varias fuerzas sobre una particula, la Ec. 4.2
se reemplaza por

Y F=ma 4.3)

la cual es la Ecuacion vectorial del movimiento, donde ) F' es fuerza motriz, y es la suma
vectorial o resultante de las fuerzas aplicadas. Si la resultante de las fuerzas aplicadas resultase

—_— —
nula ) F' = 0,laaceleracién es nula, significando que el cuerpo esté en reposo o en movimiento
(de traslacion rectilineo) a velocidad constante y corresponde al enunciado de la 1472 Ley.

= Fuerza efectiva: es el nombre que se le da al producto ma.

Fuerzas de accion y reaccion. Fuerza de inercia.

= 3% Leyde Newton: Enunciada como ‘“actio=reactio”, nos indica que para cada fuerza F4p ejer-
cida por la particula A sobre la B existe una fuerza igual y de sentido opuesto Fp4, es decir

Fap=-Fpa (4.4)

Esto nos permitird realizar una transicion de las leyes para particulas, a sistemas de particulas y
luego, a cuerpos rigidos.



36 Capitulo 4. Cinética del punto

= Fuerzas de accién y reaccién: son las que los cuerpos se ejercen mutuamente, por contacto
mutuo (través de sus superficies y vinculos) o bien a distancia (gravitacionales, eléctricas,
magnéticas y provenientes de otros campos).

-
= Fuerza de inercia: Si sobre una particula de masa m aplicamos una fuerza F', éste adquiere una
= -

aceleracién @ tal que F' = m'a. Por la tercera ley, la particula aplicara una fuerza —ma = F;,
denominada fuerza de inercia.

Sistemas de unidades Absoluto y Gravitatorio.

Tenemos 4 magnitudes en la 2da Ley de Newton,

- - (L]
F=ma — [F]=[M]—
(T1?
de las cuales podemos elegir 3 como fundamentales o bésicas y 1 como derivada de las anteriores, asi
formarédn un sistema consistente de unidades cinéticas.

Sistema Internacional de Unidades (SI), Métrico, o Absoluto (MKS)

Surge como necesidad de definir: (i) una unidad derivada que no dependa de la magnitud del
campo gravitatorio (y por ende de la ubicacién terrestre), y (ii) patrones reproducibles para las unidades
fundamentales

a=1 m/s2
m=1kg —_—
f=1N

Figura 4.2: Definicién de la unidad de fuerza en el SI

» Unidades bésicas: Longitud, masay tiempo. Medidos en metro m, kilogramo kg y segundo s.
Son independientes del lugar, por ello son un sistema Absoluto.

= Unidad derivada: Fuerza. Medida en Newton N y se define como la fuerza que produce una
aceleracion de 1m/s® en una masa de 1kg.

m
IN=Tkg 1 4.5)

Otro sistema absoluto es el CGS con unidades fundamentales el cm, el gramo gy el segundo s y se
define como unidad de fuerza a la

. cm
ldina=1g- IS—2 (4.6)

Sistema Imperial (SU), Inglés o gravitacional

Atin muy usado en norteamérica y Reino Unido (y en menor medida, en nuestro pais); despejamos
ala masa para poder describirlo

= 2
F:mTi.'.m=l_,ﬂ—>[M]=[F]ﬂ
lal (L]

= Unidades bésicas: Longitud, fuerzay tiempo. Medidos en pie ft, libra Ib y segundo s. La grave-
dad depende del lugar, por ello son un sistema Gravitatorio. En el NIST de USA existe un patrén
de platino (de masa 0,45359243kg) cuyo peso define la libra que se mide al nivel del mary
latitud 45°, ya que la gravedad varia con la altitud y con la latitud (si ¢ es la latitud en grados,
g() =32,09(1 +0,0053sen?p)ft/s?).
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a=1 ft/s2
m=1 slug | =——p
f=11b

Figura 4.3: Definicion de la unidad de masa en el SU

» Unidad derivada: Masa. Medida en slug y se define como la masa que recibe una aceleracion de
1ft/s? cuando se le aplica una fuerza de 11b.

_— 11b
lsug—lT 4.7)

s2

Otro sistema gravitatorio es el Técnico con unidades fundamentales el m, el kilopondio kp (kilo-
gramo fuerza kg, 6 Kg) y el segundo s, y se define a la unidad técnica de masa

1kp
1

lutm = (4.8)

X3

En Argentina, el I?é todavia es utilizado en las balanzas personales, de cocina, y de transportes
de carga. Para convertirlo al SI debemos multiplicarlo por la magnitud de la gravedad, tomando

I?é =9,81N o aproximadamente igualandolo al decaNewton II?{;I ~10N =1dN.

Ecuaciones escalares del movimiento

Las formas vectoriales de las ecuaciones del movimiento ). F = m@ ofrecen una forma compacta
para deducir mateméticamente y visualizar los conceptos generales y son adecuadas parala simulaciéon
computacional en problemas complejos. Para problemas simples y habiendo elegido el sistema de
referencia y de coordenadas que mejor se adapta al problema, conviene utilizar las expresiones
escalares.

1. Componentes rectangulares: De la expresion vectorial del movimiento en coordenadas Carte-

sianas rectangulares

n o~ o~ A~ o~ o~ o~
Y (ch”i +F)5+ F;”k:) =m(ayi+ayj +azk)

1

se deducen 3 ecuaciones diferenciales del movimiento en forma escalar

Y Fy=may =mi
Y Fy=ma,=mj
YF,=ma,=mz

que son ecuaciones independientes, es decir, en la ecuacién de la coordenada x no participa la
coordenada y o z ni sus derivadas.
Para el movimiento de un proyectil, las ecuaciones escalares se pueden resolver independiente-
mente en la direccién horizontal y vertical como dos problemas, MRU y MUA respectivamente.
Luego, las componentes del resultado se pueden componer para volver a la respresentacién
vectorial.

2. Componentes naturales: La expresion vectorial del movimiento en coordenadas naturales

n P oy~ N oA~ o~ o~ o~
Z(Fﬁ”i,+F,(l”in+Fé”ih) =m|aji+an)+ ap k
7 —~—
=0
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conduce a 3 ecuaciones escalares diferenciales del movimiento

Zthmatzm%zm's'
ZFnzman:m%2
YF,=0=0

Notamos que la primera ecuacién se resuelve en forma anédloga al de un movimiento rectilineo.
La segunda tiene dependencia de la velocidad que aparece en la primera. La tltima ecuacion
indica que las fuerzas binormales estdn en equilibrio para todo tiempo.

3. Coordenadas polares: De la forma vectorial

noo L ~ ~
Z (Fﬁ”z, + Fé”’l,g) =m(ari, + agig)
1

se desprenden 3 ecuaciones escalares diferenciales del movimiento que resultan acopladas en
las funciones r(£) y 6(¢)

Y Fp = map = mQ20 +rb)

{ZF, = ma, = m(¥ - r6?)

Recordemos que por acopladas se entiende que las ecuaciones no se pueden resolver en forma
independiente como si fuesen movimientos anédlogos a los rectilineos.
En los problemas de cinética de la traslacién es siempre conveniente distinguir las variables de
carga y las de movimiento. Para el sistema coordenado elegido (Cartesianas, naturales, cilindricas,
polares, etc)
= La variable de carga es la resultante R= > F osus componentes escalares en el sistema elegido.
= La variable de movimiento es la funcion a(),v(t)o s (L.
Asumiendo a la masa conocida en Y F = m'a y conocidas las variables de carga o de movimiento
surgen dos tipos de problemas de la cinética que pueden clasificarse en directo e inverso
= Problema directo (PD): Conocido el movimiento de la particula, se desea determinar la fuerza
que lo produjo. . )
Por ejemplo, si el dato es s (), luego obtenemos ¥ = 5 y @ = v, finalmente calculamos
F=ma.

= Problema inverso (PI): Conocidas las fuerzas aplicadas sobre la particula, se desea determinar
el movimiento que producen.
Por ejemplo, si el dato es ). F = ﬁ(r), luego calculamos a(t) = %ﬁ(r), donde:

1. Silaresultante de las fuerzas aplicadas es constante en el tiempo R(¢) = R(0), implica
que @ = cte, resuelvemos las ecuaciones diferenciales con facilidad.
2. Silaresultante de las fuerzas aplicadas es variable con el tiempo R(?), la posiciéon R(s) o

la velocidad R(v), debemos resolver cada caso especifico, ya que al dividir por la masa
obtendremos a (¢), @ (s) o a (v), respectivamente.

Fuerzas activas y reactivas

La segunda ley de Newton ZF’ = ma es vdlida para un cuerpo libre pero no para un cuerpo
vinculado. Un vinculo es aquello que restringe los grados de libertad de un cuerpo. Si quito un vinculo,
debo agregar al cuerpo una fuerza que cumpla con la misma funcién que el vinculo, satisfaciendo la
tercera ley de Newton (Ppio. de accién y reaccién) y se la denomina “reaccién del vinculo” o fuerza
reactiva.

En la préctica es muy comun que los cuerpos estén vinculados, de modo que para que sean validas
las leyes de Newton debemos convertirlos en cuerpos libres. Analizaremos primero la clasificacién de
las fuerzas sobre un cuerpo que lo asumiremos vinculado

= Fuerzas activas: La magnitud, direccién y sentido no dependen de ninguna otra fuerza aplicada.

= Fuerzas reactivas: Tienen 3 caracteristicas.

1. Dependen de las fuerzas activas.
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2. Silafuerza activa se anula, la reactiva también.
3. De por si no producen movimiento (la reaccién es ortogonal al desplazamiento o movi-
miento permitido, no producen trabajo).

F

Figura 4.4: Fuerzas aplicadas sobre un cuerpo que desliza con friccién. F es una fuerza activa
por contacto, W = mg es una fuerza activa a distancia (gravitatoria), N=-Wy T = uN son
fuerzas reactivas de contacto ejercidas por el vinculo plano rugoso; con el cuerpo detenido T
desaparece pero N no.

Las fuerzas reactivas se ejercen sobre un cuerpo a través de sus vinculos. Convenientemente, las
reacciones de vinculo se pueden descomponer en dos direcciones caracteristicas mostradas en el
ejempo de la Figura 4.4

= Reacciéon normal del vinculo N: es normal a la trayectoria o superficie de contacto.

= Reaccién tangencial del vinculo T es tangente a la trayectoria o superficie de contacto, normal

a la reaccion normal del vinculo y opuesta al desplazamiento, originando friccion del par cuerpo-
vinculo y depende del tipo de superficies en contacto.

Como modelo de friccién mds simple, se asume que la proporcionalidad entre la fuerza normal y
la tangencial estd dada por T = uN, donde p es el coeficiente de rozamiento seco (se lo considerara
independiente de la magnitud de la velocidad).

Las fuerzas reactivas pueden tener caracter estatico o dindmico, por lo que enunciamos sus
diferencias como

= Reaccidn estdtica N.: No depende de la velocidad del cuerpo y existe aunque el cuerpo no se

mueva (opuesta al peso, fuerza normal a la superficie, etc.)

Figura 4.5: La reaccién estética N, estéd presente independientemente de si el cuerpo estd en
reposo (v = 0) o en movimiento (v # 0).

= Reaccién dindmica N;: Depende de la velocidad del cuerpo y existe cuando el cuerpo tiene una

aceleracién en la direccién del vinculo.

Cabe mencionar que nosotros, los seres humanos estamos sometidos a la fuerza gravitacional
terrestre que nos atrae hacia el centro de la tierra y ademds tenemos una aceleracién centripeta debida
alarotacién terrestre que agrega una reacciéon dindmica imperceptible pero existente. Esta reaccién
dindmica es mas notable cuando en un vehiculo tomamos la curva de una ruta. Las curvas se disefian
con una inclinacién o peralte que permite que la componente en direccion centripeta de la fuerza peso
contribuya a tomar la curva en equilibrio dindmico; la reaccién dindmica la proveen los neumaéticos
sobre el vehiculo.

Cuando nos transportamos por algtiin medio, por ejemplo, en el movimiento unidimensional de un
ascensor que estd subiendo, sentimos el efecto de lareaccién dindmica sobre todo en nuestras rodillas y
hasta llegamos a flexionarlas para atenuar este efecto (en ascensores antigiios de movimientos bruscos).
El ascensor se disefia para maximizar el confort y evitar cambios bruscos de aceleraciones; por medio
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Figura 4.6: La reaccién dindmica N, estd presente s6lo cuando existe movimiento. En es-
te ejemplo si el cuerpo se traslada (v # 0) debido a la trayectoria curvilinea aparece una
aceleraciéon normal a; # 0 que produce una reaccién dindmica N,.

de controladores digitales electréonicos se puede lograr transiciones entre pisos imperceptibles. Los
vehiculos de transporte de pasajeros optimizan las maniobras de aceleracién y frenado buscando
lograr un compromiso entre maximizar el confort y cumplir los recorridos a término. Ademads, es
perceptible por el sentido de equilibrio del ser humano, si el transporte (supongamos un colectivo)
tiene un motor con caja de cambios por engranajes (motor diesel) o tiene motor eléctrico (cuya cupla
de arranque es notable y luego tiene una variacién continua de la velocidad)s, la transicién entre

Diagrama de cuerpo libre (DCL)

Aislamos al cuerpo para poder aplicar las leyes de Newton en forma valida. Debemos separar
la causay el efecto y verlas claramente en un cuerpo libre aislado con fuerzas activas, reactivas y la
aceleracion.

1. Elegir el sistema a aislar, puede involucrar més de una incégnita.

2. Dibujar el sistema elegido con una frontera exterior que lo aisla de todos los cuerpos que le

causan fuerzas a distancia o de contacto.

3. Identificar las fuerzas que se deben aplicar al sistema aislado al quitar cada fuerza exterior.
Agregar dichas fuerzas de contacto y a distancia con su direccién, sentido y magnitud. Asumir
un sentido de cada vector si el mismo es una incégnita, luego el signo de su magnitud serd
positivo para los sentidos asumidos correctos y negativos para los que no. Incluir el peso si es
apreciable (direccién y sentido conocidos).

4. Dibujar los ejes coordenados del sistema elegido y sus signos positivos, cuyos signos deben
tenerse en cuenta en las ecuaciones de las sumatorias de las fuerzas. Diferenciar con colores a
los vectores de fuerza de otros vectores cinemaéticos, o bien separar en dos diagramas, causas y
efectos.
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De la 2da ley de Newton se pueden deducir otras dos leyes fundamentales: (i) La ley del impulso y
de la cantidad de movimiento, y (ii) la ley del trabajo y la energia cinética. Las definiciones de las fuerzas
conservativas (asociadas a un potencial) y no conservativas nos permitirdn arribar a los conceptos de
potencia y eficiencia.

5.1 Ley de impulso y cantidad de movimiento

Partiendo de la Segunda Ley de Newton, F= M, multiplicamos m.a.m. por d e integramos
m.a.m. desde t; a >
Fdr=d(m?v)
[N — —
th—mvg—m'ul_Lz—Ll AL (5.1)
NI
Jio

Teorema 5.1.1 — Principio del impulso y la cantidad de movimiento.
J12=AL

El impulso de todas las fuerzas, activas y reactivas, aplicadas a una particula, desde un instante
inicial hasta otro final, es igual a la variacién de la cantidad de movimiento de la particula.

Pasando a la cantidad de movimiento que el cuerpo tiene en el instante #; al primer miembro de
5.1 se obtiene

t_,
mv,+ | Fdt=m7v, (5.2)
51

que expresa que si se ejerce una fuerza F sobre una particula durante un intervalo de tiempo dado, el
momentum final m v » de la particula puede obtenerse sumando vectorialmente su momentum inicial
m7v 1y el impulso de la fuerza durante el intervalo considerado. Esto puede verse vectorialmente
como lo expresa la Figura 5.1.

El método se emplea en problemas en que interviene masa, velocidad, fuerza y tiempo.
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J12 mv;
mvy -~
‘_. + ( e’

Figura 5.1: A la cantidad de movimiento mwv; de la particula se le suma vectorialmente el
impulso J»; la resultante mwv, determina la cantidad de movimiento final de la particula. El
dibujo es plano pero tiene validez en espacio tridimensional.

5.1.1 Cdlculo del impulso de una fuerza

El impulso es una cantidad vectorial. En coordenadas Cartesianas rectangulares sus componentes
son

— b _, 73 2 173
Ji2= Fdt= ’Lf det+jf Fydr+k F,dt (5.3)
t n

n 1 3]

y se calculan como el drea bajo la curva de la componente de fuerza vs tiempo (ver Figura 5.2).

 Fy A Fy

[,

B () B i B 1

Figura 5.2: Las componentes del impulso son las integrales de las respectivas componentes
de fuerzas para el intervalo de tiempo considerado.

Si la fuerza es constante, el impulso J;_, tiene la direccién de la fuerza y vale F'(f, — t;). Si es
variable, podemos usar sus valores medios en las integrales, por ejemplo para la componente en x:

J12x = Fx(t2 — 11).
Las unidades del impulso en el S.I. son

[J] =[FI[#] =Ns = (kgm/s*)s =kgm/s = [m][v] = [L].

5.1.2 Ecuaciones escalares

Laley dada por la ecuacion vectorial (5.2) se puede expresar en componentes cartesianas mediante
3 ecuaciones escalares

1)
(mv + f Fedt = ()

51

%]
(mvy)y +f Fydt = (mvy),

i

7]
(mvy) +f F,dt=(mv,),
n

que pueden resolverse independientemente ya que estan claramente desacopladas entre si.
Otras consideraciones sobre la Ley de impulso y cantidad de movimiento a tener en cuenta:
= Si existen varias fuerzas aplicadas sobre la misma particula en el periodo de #; a t,
n th
m7))1+z F;dt= mB'z
i Jh

B

n
m?fl +ZJ1*2l‘ = m?z
i
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= Si hay fuerzas de accién y reaccién, sus impulsos se cancelan entre si.

= Si el impulso es nulo, la cantidad de movimiento se conserva.

En capitulos posteriores veremos las aplicaciones de esta ley en sistemas de particulas y en
problemas de impacto. Ademads, veremos el efecto rotacional del momentum lineal conocido como
momentum angular y su relacién con el impulso angular.

Ley de trabajo y energia cinética

El trabajo realizado por la fuerza F' sobre una particula al producirle un desplazamiento infinitesi-

mal dr (ver Figura 5.3) es la cantidad una cantidad escalar
dU=Fedr

- — (5.4)

=Fdscosa, |F|=F |dr|=ds

en donde «a es el &ngulo minimo incluido entre la fuerza y el vector diferencial de desplazamiento.

k

Figura 5.3: En este esquema se encuentra magnificado el desplazamiento infinitesimal en
que la particula pasa de la posicion P ala P’y es, en realidad, tangente a la trayectoria en P.

Por la propia definicién del producto escalar, el escalar dU = F ds cos a tiene magnitud y signo:

] SiF’J_cTT:, a=mn/2,luego dU =0.

= Si a es agudo, luego dU > 0. Es maximo positivo si F tiene igual direccién y sentido que dr-

= Sia es obtuso, luego dU < 0. Es maximo negativo si F tiene igual direccion y sentido opuesto
que dr.

Trabgijo finito y unidades del trabajo

El trabajo ejercido sobre una particula en un desplazamiento finito (ver Figura 5.3) desde la
configuracion A; hastala A, en donde las coordenadas naturales cambian de s; a s» es

2—> — 2
Ul_zzf Feds= (Fcosa)ds
1

$1

5 (5.5)
:f Ft ds
S1
donde se aprecia que sélo la componente tangencial de la fuerza produce trabajo.
En coordenadas Cartesianas rectangulares el trabajo diferencial es
dU = Fydy + Fydy + F.d,, (5.6)
y el finito es
A
U2 = fA (Fxdy + Fydy + F.dy). (5.7)
1
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La unidad de trabajo en el S.I. es el Joule
(Ul=[FI[LI=Nm=]J
y es también una unidad de energia. La unidad de trabajo en el S.U. es la Ibpie
(U] = [F1[L] =1bpie, donde 11bpie = 1,356].

Para calcular el trabajo se debe conocer la ley de cambio de la fuerza con la posicién F(—s_;

= Sila fuerza es constante: F(—s_i = ﬁo
Ui_p = IFtOIAs, donde As = s, — 51

= Sila fuerza es variable, m , se puede determinar el valor medio F;,, de la fuerza tangencial
durante el desplazamiento:
Ui_p = [Fds= [Fids=FpAs.

A FE(N)

L As | Z(E)

Para deducir la Ley de trabajo y energia cinética de traslacién se parte de la Ley de Newton en
coordenadas naturales. El trabajo diferencial se expresa como

dU = F o ds = (F cosa)ds = F,ds (5.8)

donde la fuerza tangencial es, en coordenadas naturales, igual a

F dv
=ma;=mv—
t t s

y conduce a la expresion diferencial del trabajo
Fids=muvdv

que reemplazada en el miembro derecho de (5.8) e integrada desde la configuraciéon A, donde s = 51y
v =v1, hastala Ay, donde s = s, y v = v, resulta en

2 2 U2
f dsz Ftds=m[ vdv
1 S1 41
1

2 1 2
U172= Emvz—émvl = Tg—Tl =AT

(5.9)

donde al escalar definido positivo T = %mv2 se lo define como la energia cinética de traslacion de la
particula.

Teorema 5.2.1 — Principio del trabajo y la energia.
Ui_o=AT

El trabajo de todas las fuerzas aplicadas a una particula que se desplaza de una posicién inicial a
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‘ otra final, es igual a la variacién de la energia cinética de la particula.

El principio se aplica en problemas en que intervienen fuerza, desplazamiento, masay velocidad.
Pasando la energia cinética en la configuracién inicial al primer miembro de (5.9), el principio del
trabajo y la energia se expresa matemdaticamente como

y expresa que si sobre una particula en cierta configuracién inicial con una energia cinética 7} se
realiza trabajo U;_, que la lleva a una segunda configuracidn, la energia cinética final de la particula
T, es la suma de su energia cinética inicial 7 y el trabajo realizado (ver esquema en la Figura 5.4).

i Uiz

+ =‘¢»

S As *F s

Figura 5.4: A la particula con cierta energia cinética T; asociada a su velocidad |(v);] se le
realiza un trabajo U; -, que le produce un cambio en su energia cinética a un valor 7, asociada
alavelocidad |(v)2|. La direccion de (v), serd la tangente a la trayectoria en la configuracién
2 con coordenada s;.

La energia cinética es definida positiva (la velocidad esté elevada al cuadrado) y el trabajo tiene su
signo. La energia cinética final es menor que la inicial si el trabajo es negativo y es mayor si el trabajo
es positivo. Como ejemplos particulares, se puede analizar el caso de una particula detenida y el caso
de detener a una particula:

= Si v; =0y v, = v, el trabajo positivo indica que éste se emplea para incrementar la energia

cinética Uj_p = T = $ mv?.
= Siv; =vyuve =0, el trabajo negativo indica que éste se emplea para detener a la particula
U1_2 = —T1 = —%mvz.
La unidad de energia cinética tiene por magnitud a
[L)?
(T)?
y debe ser la misma unidad de energia utilizada para el trabajo. La unidad en el S.I. es el Joule:

[T]=[M]

m? m
[T]:kgs—zzkgs—zm:Nm:]

Para analizar y comparar la forma de la expresion escalar de esta ley, expresamos los elementos
intervinientes en forma vectorial en direcciones ortogonales y en dos sistemas de coordenadas
= Cartesianas:
e F=Fyi+F,j+Fk
o« dr=dyi+d,j+d.k
e V=uvi+vyjruvk — vP=vi+v
El principio se expresa como

2

2
y+vz

1 2 2 2 1
Em(vil + V32/1 +v2) +[ Zdex+f ZFydy+f 2F,dz= Em(viz + U§2 +v2,)
1 1 1

. Naturgles:
° Fth’l:t'FFnin

° d’l":dsi[
— o
®* V=0V

El principio se expresa como

1, 2 1,
—mv1+f 2Fds=-mv;
2 1 2

Claramente, la expresion en coordenadas naturales es més simple que en Cartesianas.
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5.3 Potencia en la traslacion

Si denominamos AU al trabajo realizado en el intervalo A¢, definimos:
Potencia media:

AU

P, = —
mTOAr

En el limite, cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, tenemos la Potencia instantdnea:

Teorema 5.3.1 — Potencia.

p_dU
T ode

Es la tasa temporal a la cual se realiza trabajo.

Y para la traslacion se expresa como

dUu _Fedr
dr = dr

—FeT P=F+T (5.10)

-
La potencia mide la rapidez con que la fuerza F' convierte trabajo en energia cinética

5.3.1 Unidades de potencia

La unidad de potencia consiste de una unidad de trabajo (energia) dividida por una unidad de
tiempo.

= En el S.I. se define al vatio (W) como

L
P = =/s=W

= En el S.U.la unidad de potencia es

I L R
[P]= ] =lb-pie/s= 55th,

o bien 1hp =5501b-pie/s, cuya relacién se ha definido experimentalmente como sigue

Definicion 5.3.1 — Horse Power. Un caballo realizaba una fuerza de 1801b girando la
rueda de un molino 144 veces por hora (2,4 veces por min). Como la rueda tenia 12 pies de
radio, el caballo recorria 2,4- 27 - 12 pies en 1 minuto.

U Fd 180lb-2,4-2x-12pie Ibpie Ibpie Ibpie
P=—=—= - =32572 —— = 33000 —— =550
r t 1min min min S

= Enel S.T. la unidad de potencia es

(U]
[P] = m =kp-m/s,

pero se define como unidad de potencia al cv (cheval vapeur) donde 1cv = 75kp-m/s, y ademaés
equivale a 1cv =0,9863 hp.
Al utilizarse como unidad de potencia el multiplo kW = 1000W en la generacién y consumo de
energia eléctrica, se ha derivado la unidad de trabajo y energia como el “kilowatt hora”: De dU = Pd¢
se deduce [U] = [P][T] = kW-h donde 1kWh = 3,6 x 10°].
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Figura 5.5: El trabajo de una fuerza conservativa es el mismo para diferentes trayectorias entre
la configuraciéon 1y 2.

Trabajo de las fuerzas conservativas

Las fuerzas conservativas son aquellas cuyo trabajo es independiente de la trayectoria y sélo
depende de la posicién inicial y final (ver Figura 5.5).

Con estas fuerzas, en una trayectoria cerrada se realiza un trabajo positivo y otro negativo que se
cancelan entre si{; matemdticamente, la integral cerrada del trabajo es nula

U1_2= Fedr=0. (5.11)

Esto ocurre si entre dos puntos de una trayectoria, el trabajo es un cambio de potencial
U2 =V(x1,y1,21) = V(x2,¥2,22) = Vi = Vo = =AV

en donde V(x, y, z) se llama energia potencial o funcién potencial de F.
Si en una trayectoria de la Figura 5.5 tomamos un punto A(x, y, z) y otro Al(x+dx, y+dy,z+dz),
el trabajo elemental

dU=V(x,y,2)-V(x+dx,y+dy,z+dz) =-dV(x, y,2) (5.12)

es una diferencial exacta.
Usando la expresién del trabajo diferencial en coordenadas Cartesianas e igualdndolo al miembro
derecho de (5.12) expresado en la mismas coordenadas
ov ov ov

dU = Fydx + Fydy + F,dz = - adx + ady+ Edz

se identifica que la fuerza es el gradiente del potencial
£ v P v £ ov

T oox’ YT ay’ fT oz
En forma vectorial se puede expresar a la fuerza como

- R R . ov, oV, 0dV.
F=Fa+F,j+F,k=——1+—37+—k
HE )T ox T oy T 5z

o utilizando el operador gradiente como

F=-gradV=-VV (5.13)
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p) Lasfuerzas conservativas mds importantes en ingenieria son la gravitatoria, electrostati-
cay eléstica, y derivan de un potencial gravitatorio, electrostatico y eléstico, respectiva-
mente.

A continuacién veremos respectivamente las expresiones de trabajo y energia potencial de fuerzas
conservativas mas frecuentes y que utilizaremos en este curso.

Trabajo de la fuerza de gravedad
Asumimos un sistema de coordenadas Cartesiano cuya coordenada y es positiva hacia arriba del
plano x — z. Si bien la fuerza gravitatoria estd dirigida hacia el centro de la tierra, consideraremos aqui

que dicha fuerza tiene direccion paralela al eje y para toda configuracién, tal como se muestra en la
Figura 5.6, y tiene componentes

F=Fi+Fj+Fk=0+-W)j+0=-Wj

Figura 5.6: La fuerza peso se mantiene constante ante un cambio de configuracién. El trabajo
de esta fuerza depende del cambio de altura o desplazamiento vertical y no de las traslaciones
paralelas al plano horizontal (que pueden ser producidas por otras fuerzas).

2 2
U1_2=f1 Fydy:f1 ~Wdy=-Wyli=-W(y—y)=-WAy

U1_2 Z—WAy (5.14)

El trabajo de la fuerza peso es positivo si el cuerpo baja (Ay < 0 — U;—2 > 0) y negativo si sube
(Ay>0— U;_» <0). El trabajo del peso no depende de la trayectoria, sélo de la altura o coordenada
de posicion y. Sila particula realiza una trayectoria que retorna al punto de partida, el trabajo es nulo.

Energia potencial gravitatoria

La energia potencial gravitatoria Vg es la capacidad de realizar trabajo que posee el cuerpo de
peso W al encontrarse a la altura y

Reemplazando en (5.14)

U2=-WQy2—y1)=—-Wy, = Wy) = —(Vgo — V1)
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Figura 5.7: Fuerza eldstica P que el resorte de longitud natural Ly realiza sobre el cuerpo, en la
configuracion 1 estd estirado y en la 2 estd comprimido.

Trabajo de una fuerza eldstica

Si denominamos ﬁe = —k @ ala fuerza ejercida por un resorte lineal sobre un cuerpo, como el
que se muestra en la Figura 5.7, vemos que dicha fuerza es opuesta al desplazamiento x = | | medido
desde la longitud natural L y tiene la direccién del resorte, donde k es la constante de rigidez del
resorte lineal, medida en el S.I. en N/m. - -

El cuerpo reacciona contra el resorte con una fuerza F', = — P, que no la consideraremos. Luego,

el trabajo elemental de la fuerza eldstica F' = P, aplicada en direccién opuesta al desplazamiento es

dU =Fdx=—-kxdx

X2
Ul_g = —f kxdx
X1

2

(5.15)

1
:—[—kx2
2

1 1
) = —(Ekxg— Ekx%)

En el paréntesis del segundo miembro de (5.15) se saca factor comtn %k y se factoriza como
diferencia de cuadrados

1
Up—2 == | = k(x2 + x1) (32 — x1)
22— ——
(Fo+Fy) Ax

Luego, usando que el resorte es lineal, F; = kx; y F> = k x2, se obtiene

1
Ui-2= _E(Fl +F>)Ax

que expresa que el trabajo es igual al drea bajo la curva fuerza desplazamiento en el intervalo dado.
Nuevamente, el trabajo de la fuerza eldstica no depende de la trayectoria.

Energia potencial eldstica
La energia potencial eldstica V, es la capacidad de realizar trabajo que posee la fuerza eldstica P,
debido a la deformaci6n x del resorte

1
V,==kx?|.
2

Si se mantiene fija la deformacion, el resorte (estirado o acortado) posee energia almacenada. Reem-
plazando esta expresion de energia potencial eldstica en (5.15) se obtiene

1 1
Upa=- (5 kx5 — Ekx%) = —(Vez = Ver)
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Si se estira o acorta al resorte alejandolo de la longitud neutra, el trabajo de la fuerza eldstica es negativo
y aumenta la energia potencial, si se lo acerca a la longitud neutra, el trabajo es positivo y su energia
potencial disminuye.

Unidades de energia potencial
En el S.I. la energia se mide en Joule:
= La energia potencial gravitatoria [Vg] = [W][x] =N-m=].

= La energia potencial eldstica [V,] = [k] [x]2=(N/m)-m?=N-m=]J.

Fuerzas no conservativas

Las fuerzas no conservativas o disipativas son aquellas cuyo trabajo depende de la trayectoria que
efecttia la particula desde la posicién inicial a la final, mateméaticamente se cumple que su trabajo en
una trayectoria cerrada no se anula

Ul_zzfﬁ-cﬁ;éo.

y estas fuerzas sélo realizan trabajo negativo produciendo una disipacién de energia.
Las mdas importantes son las de rozamiento o friccion:
1. Fuerza de rozamiento seco entre dos cuerpos: Es independiente de la posicién y velocidad si la
superficie de contacto es plana, puede no serlo si es curvada. Es proporcional a la fuerza de
contacto normal

F=uN.

2. Fuerzadel cuerpo con un fluido de alta viscosidad, baja velocidad y flujo laminar, es proporcional
alavelocidad

F=cuv.

3. Fuerza del cuerpo con un fluido de baja viscosidad, alta velocidad y flujo turbulento (torbellinos),
es proporcional al cuadrado de la velocidad

Fxcv?.

Por ejemplo, las fuerzas en carroceria de vehiculo debido a la interaccién con el aire (auto, avién,
etc); ver Figura 5.8.

Aerofoil Liftand Drag - Aircraft Wings

Th'vws.: D'as =TS

Angle of
Attack

Centre of
Pressure

Figura 5.8: Las fuerzas disipativas son inevitables y se deben utilizar racionalmente con
diversos propésitos. El ala de un avién tiene una forma tal que al ser propulsada hacia adelante
produce una diferencia de presiones entre el flujo superior e inferior de modo que las fuerza
resultante sobre el ala tenga una componente de sustentacion (/ift) que supere (para elevarse)
o iguale (para mantenerse a altura constante) al peso y una componente de arrastre (drag)
que tenga minima oposicién al empuje o propulsién de los motores. En alerones traseros de
vehiculos terrestres (de competicion) la direccién de la fuerza de sustentacion deseada es
hacia abajo, evitando que el vehiculo despegue del suelo por efectos aerodindmicos.
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Conservacion de la energia mecdnica

La energia potencial total es la suma de las energias potenciales (gravitatoria, eléstica, y electrosta-
tica) en cierta configuracion

V=Vg+ Vet Vi

Dado que trabajo puede obtenerse como un cambio de energia potencial total o por un cambio de
energia cinética:
= el trabajo de las fuerzas conservativas es igual al cambio de energia potencial total

1cgnserv. =—(V,— W) =-AV,

= eltrabajo de todas las fuerzas, activas y reactivas, conservativas y no conservativas, con potencial
conocido o no, es igual al cambio de energia cinética

Ulz — U{ISHSBI’V. + U{IZOCOI’ISBI’V. — TZ _ T] — AT,

si s6lo existen fuerzas conservativas ( U7y “*"**""* = 0), se pueden igualar ambas expresiones del trabajo
conservativo y juntar en un mismo miembro las energias para igual configuracién

Ulcgnserv- =THh-T1i=—(V,-V1) - T1+V=T+V,

en donde la suma de la energia cinética y la energia potencial en una misma configuracién i es
denominada energia mecdnica total, E; = T; + V;. Luego, se obtiene que en presencia de fuerzas
conservativas (activas y reactivas) la energia mecdnica total se conserva

Th+V1 =T+ Vo, =E| =E) =cte (5.16)
—_— ——
E E>

La ley de conservacién de la energia mecdnica es sélo aplicable si las fuerzas disipativas son
despreciables y permite realizar célculos preliminares, ideales o iniciales para procesos de trans-
formacién de energia. Permite resolver problemas en que intervienen masa, velocidad, fuerza, y
posicién/desplazamiento/deformacion.

Eficiencia

El trabajo no es una forma de energia, es un proceso mecéanico por el cual una forma de energia se
transforma en otra. En todo proceso de transformacién de energia es inevitable que aparezcan fuerzas
disipativas realizando trabajo negativo, luego, la energia inicial no serd igual a la final, por lo tanto la
energia mecdnica total no se conserva

TT+Vi>Th+V,
N—— SN—\—
Egntrada Esalida

La eficiencia o rendimiento de un proceso de transformacién de energia es el cociente entre la energia
de salida y la de entrada o suministrada

Es Us Ps
= — = — = = 0<n<l
Eg Ug Pg
~—~ ~—~ —~—
Energia Trabajo Potencia

e idénticamente, considerando un mismo lapso de tiempo, es el cociente entre la potencia de salida y
la de entrada.

En la realidad siempre existen fuerzas no conservativas y la eficiencia es menor que 1. Para elegir
una méquina, la potencia y eficiencia son muy importantes. Por ejemplo, en un hogar es comtn
tener que elegir la eficiencia cuando compramos un electrodoméstico A, B, C, D, por ejemplo un aire
acondicionado. Lluego observaremos que un aire acondicionado tipo A es mds silencioso y consume
menos energia durante un mes que uno tipo D para igual produccién de frio o calor. Los indices de
bajas vibraciones y ruido también estdn asociadas a menores pérdidas de energia y mayor eficiencia
en la conversién de la misma, ya sea al considerar un motor eléctrico o una turbina de vapor de una
central térmica.
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Principio de dAlembert aplicado a una particula.

Si en la segunda Ley de Newton Y. F' = ma, trasponemos el miembro derecho y la reescribimos
como una ecuacién implicita, obtenemos el Principio de dAlembert (ver Figura 5.9)

—

SF-ma=0 (5.17)

que expresa que la sumatoria de fuerzas estd en equilibrio (dindmico) con el vector —ma . El vector
—ma es colineal y opuesto a @, y se lo llama fuerza de inercia, no es una fuerza real. La particula
sujeta a fuerzas y vectores de inercia estéd en equilibrio dindmico; es un equilibrio ficticio porque el
movimiento es acelerado.

U4
U4
-ma )

Figura 5.9: Si sumamos el vector de inercia (en trazos) a las fuerzas que actian, obtenemos
un sistema de vectores equivalente al vector nulo.

El sistema de vectores (5.17) se puede resolver por métodos de estatica y la forma implicita
r@o)=Y F-ma=0

es til para aplicar métodos numéricos iterando adecuadamente sobre las variables,  y v, hasta que
. -
el residuo r(x, v) sea suficientemente pequerio, es decir, |7 (x, v)| < €.

En particulas vinculadas a rotar en una circunferencia, la aceleracién tiene una componente
que es siempre centripeta (puede tener ademads, una tangencial), por lo tanto la fuerza efectiva
asociada es centripeta. La fuerza de inercia opuesta a la componente de fuerza centripeta es la llamada
fuerza centrifuga. Supongamos que la particula tiene movimiento angular constante de modo que la
aceleracion sélo tiene componente centripeta, si el vinculo se libera, la particula tendrd movimiento
en direccién tangencial a la trayectoria, en linea recta y a velocidad constante y no tendrd la direccion
de la fuerza centrifuga, 1a cual es ficticia. Similarmente, si el ala de un aerogenerador se desprende al
pasar por su punto mads alto, la misma no saldrd lanzada en direccién radial hacia arriba por efecto
de la fuerza centrifuga sino que tendra una direccién tangencial y recuperard, instantdneamente, un
movimiento rectilineo debido a su velocidad tangencial.



Movimiento relativo en traslacion
Posicién relativa
Desplazamiento relativo
Velocidad relativa
Aceleracion relativa
Movimiento rectilineo de particulas vincu-
ladas
Ejemplo de transporte de carga de un gra-
do de libertad.
Resolucion de la cinemdtica de sistemas
de poleas
Movimiento de particulas sobre trayecto-
rias curvilineas.
(*) Movimiento relativo de B,oméﬁ en 13
marco mévil rotante

6.1 Movimiento relativo en traslacion

Consideremos particulas con movimiento de traslacidn, libres o vinculadas, formando un sistema
reducible a varios diagramas de cuerpo libre en donde se pueda aplicar la 2da Ley de Newton. Como
elementos vinculantes veremos el caso de cables y poleas.

El movimiento de cuerpos reducidos a particulas puede ser:

1. Unidimensional: Puede ser rectilineo 6 curvilineo definido por una tinica coordenada. Mu-
chos problemas se pueden idealizar como particula, por ejemplo: traslado de cargas en plano
inclinado, o verticalmente como en un montacarga, ascensor o gria.

2. Bidimensional: Plano o definido por 2 coordenadas, es decir, restringido a una superficie.
Ejemplos: planeamiento de trayectoria de vehiculo terrestre (también en la Luna o Marte) o
acudtico en una superficie conocida.

3. Tridimensional: Ocurren en el espacio 3D y esta definido por 3 coordenadas en sistemas ade-
cuados. Ejemplos: polipastos o aparejos para manejo de materiales, suspensién de vehiculo
terrestre, guiado por coordenadas de vehiculos aéreos (ignorando hacia a donde apuntan, como
puede ser el caso de los cuatrirotores que trasladan una carga).

En cuerpos rigidos se estudian movimientos relativos méds complejos cuando estdn vinculados por
pares cinematicos, etc. Los mecanismos planos y espaciales tienen, entre sus partes, movimientos
relativos definidos por sus vinculos cinematicos.
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El movimiento de cada particula con respecto a un sistema fijo de referencia se denomina movi-
miento absoluto de la particula y su movimiento con respecto a cualquier sisterna movil de referencia
se denomina movimiento relativo de la particula.

6.1.1 Posicién relativa

Dos particulas Ay B estdn en movimiento sobre una recta con origen O y sentido positivo hacia la
derecha como muestra la Figura 6.1; las divisiones tienen magnitudes de longitud en cierto sistema de
unidades. Las coordenadas absolutas de posicién son respectivamente s4 v Sp.

8(-) ~—  — s(+)

Figura 6.1: Vectores de posicién relativa entre dos particulas.

Se define a la coordenada de posicion relativa de B con respecto a A (A con respecto a B) como la
diferencia sg — s4 = Sp/a (Sa— S = Sa/B). De estas De estas expresiones se deduce que

6D

Conociendo la posicion absoluta de A (B) es posible determinar la posicién absoluta de B (A) usando
la coordenada de posicion relativa de B con respecto a A (A con respecto a B)

] SB=SA+SB/A \ (’ SA=Sp+Sa/B D (6.2)

6.1.2 Desplazamiento relativo
Dos particulas A y B se mueven sobre una recta con origen O, en un lapso de tiempo At =t'— ¢
como muestra la Figura 6.2.

A A B B'
| P | |
O*_|_¢_¢ ——T—T1%
Sa ASA ASB/A
...... p —
S As
B > B >
Sa
PR A —
Sg' -
S Asgja
.. Sgya =S'B/A ™.

Figura 6.2: Desplazamientos absolutos y relativos entre dos particulas.

La diferencia entre las coordenadas absolutas en el instante final ¢’ y el inicial ¢ de cada particula
define el desplazamiento absoluto de las mismas como Asy = s;‘ —SAYAsp = s% —$B.

El desplazamiento relativo entre dos particulas se puede calcular como la diferencia de desplaza-
mientos absolutos de las particulas

ASB/AZASB—ASA (6.3)
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6 en términos de las posiciones relativas en el instante inicial sp;4 = sp — 54 y el final sjg A= sg - s;\:

! !
Asgia=Asp—Asp=5Sp—Sp— (S, —54)
! !
:(SB_SA)_(SB_SA)
—_——
SBIA

J
SBiA

y se obtiene

ASp/a =Sy 4~ SBIA (6.4)

Los vectores que se calculan mediante ambas ecuaciones, (6.3) y (6.4), se ilustran en la Figura
Figura 6.2.

Velocidad relativa
Dos particulas Ay B se mueven sobre una recta, con origen O, en un lapso de tiempo infinitesimal
df = t' - t y tienen un desplazamiento relativo infinitesimal dsg, 4 = dsg — ds4. Luego, la velocidad
relativa instantdnea se puede expresar en términos de las velocidades absolutas como:
dsB/A _ dSB dSA

dtr ~ dr dr (6.5)
UB/IA=VB— VA

donde vp, 4 es la velocidad relativa de A con respecto a B. Conociendo ésta y la velocidad absoluta de
A, v se puede calcular la velocidad absoluta de B

66)

Idénticamente, se calculan v4/p = v4 — UV Y V4 = Up + V4, 5. Ademds, se cumple que

©7)

Aceleracion relativa

De igual modo, la aceleracion relativa se obtiene por diferencia de las aceleraciones absolutas.

dUB/A _ dl/B dUA

dz dz dt (6.8)
ag/A=ag—aa

donde ag, 4 es la aceleracién relativa de A con respecto a B. Conociendo éstay au

ag=as+ag/a (6.9)

Idénticamente: a4/ = aas— ap y aa = ag + aap, Ademads, se cumple que

ap/A= —AaA/B (6.10)

Movimiento rectilineo de particulas vinculadas

Cuando dos o varias particulas estan vinculadas, por ejemplo mediante cuerdas ideales inextensi-
bles y poleas formando sistemas de poleas:

= Sus movimientos son geométricamente dependientes.

= Su estdtica y cinética también resulta afectada.

= La friccién es despreciable para un niimero bajo de poleas (3 a 4).

Para los ingenieros eléctricos y mecénicos es de gran importancia identificar la ventaja mecénica
en aparatos de izar ya sea para disefiar la estructura o para seleccionar un motor que los accione.

Los aparatos de izar se han utilizado por largo tiempo para multiplicar la fuerza de accionamiento
para elevar un peso (o bien, para dividir la carga o peso), en general, recurriendo a un aumento del
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Figura 6.3: A la izquierda se muestra un aparejo o polipasto de accionamiento manual utiliza-
do en ndutica y que permite elevar cargas como botes livianos. A la derecha se muestra un
aparejo similar montado sobre una gria y accionado por un motor.

Rr=Ff

Figura 6.4: Equilibrio de momentos en la polea fija y la mévil. En la polea fija el brazo de
momento de la fuerza y la resistencia son iguales. En la polea mévil el brazo de fuerza es el
doble que el brazo de resistencia, por ello la equilibra con la mitad de su valor.

desplazamiento. Los sistemas de poleas pueden estar formados por poleas simples que s6lo cambian
la direccién de la fuerza y por poleas méviles de cuyo centro pende una carga o el cable de otra polea
movil. Cada polea mévil divide a la mitad a la carga sobre su centro y el cable que envuelve dicha polea
se desplaza el doble de lo que se desplaza el cable que pende del centro. Es comtin que se utilicen de 3
a4 poleas mdviles y el limitante es la friccion.

La diferencia conceptual entre la cinematica y la cinética de un polea fija y la mévil es andlogo a
un sistema de palanca con un pivot en el centro y otro con un pivot en el extremo.

| F

La “Ventaja mecédnica” de una méquina o mecanismo es la relacioén entre la fuerza de salida R
(resistencia) y la fuerza de entrada F o de accionamiento

,o_R
M~=TF
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e indica cuantas veces la maquina multiplica a la fuerza de accionamiento R = V), F (o divide a la
carga F = R/ Vy).

Figura 6.5: Aparejo compuesto o potencial

En el ejemplo mostrado en la Figura 6.5, se requiere de un trabajo de 100N -0,1m = 10] para elevar
el peso.

= Silo elevaramos con una polea simple tinicamente, la fuerza y el desplazamiento necesarios
serian los mismos que los de la carga, Vs = 1, pero con una direccién mas comoda para una
persona, quien puede ayudarse de su peso propio si la carga es grande.

= Al colocar una polea mévil, la carga se divide en dos partes, una se transforma en una reacciéon
en el techo y la otra se traslada al sistema siguiente, la polea mévil tiene una Vj; = 2, es decir, la
fuerza requerida seria F = R/ Vj; = R/2, es decir, de 50N.

= Agregando otra polea mévil a continuacién, la fuerza requerida seria F = (R/2)/2=R/(2-2) =
R/4, 0 sea, de 25N.

Para n poleas méviles consecutivas la fuerza requerida es

R

:2—n'

(6.11)

La ventaja mecdnica aumenta en potencias de 2 con el nimero de poleas. Por ello, al sistema se lo
denomina se lo denomina aparejo potencial. Las fuerzas en las cuerdas internas del aparejo se van
reduciendo a la mitad.

Otra configuracién muy utilizada es la de colocar poleas en serie de modo que las cuerdas internas
del aparejo y la del accionamiento realicen todas la misma fuerza, ya que utilizan una cuerda tnica. Al
sistema obtenido se lo denomina aparejo factorial. La fuerza requerida es

F=—
n

siendo n el ntimero de poleas, coincide con el nlimero de cuerdas internas del aparejo y con la ventaja
mecdnica Vs = n.

Esta construccion permite disminuir la complejidad del disefio notablemente ya que las poleas
del conjunto superior e inferior mostrado en la Figura 6.6 se pueden montar sobre ejes en comtn, uno
fijo superior y otro mévil inferior, como muestra la Figura 6.3-(izq.) con el aparejo de uso nautico.

En todos estos casos hay que tener en cuenta que la energia no se conservay el trabajo realizado
para elevar el peso no es igual al trabajo que hay que realizar sobre el extremo mévil de la cuerda. Como
existen fuerzas disipativas debido a la friccién, el trabajo requerido de accionamiento es ligeramente
superior al trabajo realizado sobre el peso.
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ZaaN
F =100 Nl F =100 Nl
h=10cm] / h=10 cm \

LSS

,-100 N 50 N

.
FZ—SON'/ L

§=20 cm $=30 cm

Figura 6.6: El aparejo factorial esté caracterizado, principalmente, por tener una cuerda tnica.

6.3 Ejemplo de transporte de carga de un grado de libertad.

En el siguiente ejemplo, mostrado en la Figura 6.7, se procede a levantar un objeto A por un plano
inclinado utilizando un motor eléctrico M.

Figura 6.7: Sistema de elevacion eléctrico formado por una carga A, un plano inclinado, un
sistema de polea mévil, un contrapeso C y un motor M.

Con el objetivo de disminuir la potencia del motor, se reduce a la fuerza de accionamiento:

Agregando ruedas al carro que lleva la carga A, de modo tal de eliminar la friccién.

Al inclinar el plano en un d4ngulo 0 permite elevar una carga A, de peso Wy, realizando trabajo
paralelo al plano, venciendo solamente la componente de fuerza Wy ||= W, cos(0) = Wy sin(a)
(si se elevara con una polea simple y un plano vertical, la fuerza de accionamiento deberia ser
igual al peso de la carga); la fuerza se reduce segin cos(6).

El cable permite cambiar la direccién de la fuerza de tracion a vertical sin cambiar la magnitud.
Incluyendo una polea mévil que divide ala mitad la componente del W, | y es, por consiguiente,
igual a la fuerza vertical antes del contrapeso. Veremos luego que el desplazamiento, la velocidad
yla aceleracion son la mitad que la del cuerpo A sobre el plano inclinado.

Aprovechando la energia potencial gravitatoria del contrapeso W, su peso resta fuerza a la
requerida en el motor en un valor de W, reduciendo la potencia del motor.

6.3.1 Resolucién de la cinemdtica de sistemas de poleas
En un sistema de poleas hay que considerar que



6.3 Ejemplo de transporte de carga de un grado de libertad. 59

= Lalongitud total del cable no cambia, es constante.
= Los tramos de cable que envuelven a las poleas son constantes.
= El ndmero de coordenadas independientes define los grados de libertad del sistema.

Figura 6.8: Coordenadas y grados de libertad del sistema de poleas

Con estas consideraciones se puede realizar el andlisis cinemético en dos pasos:
= A) Configuracién inicial a tiempo ¢: Definida por la posicién, una coordenada de posicién por
cuerpo rigido y extremo de cable si estd conectado a centro de polea.
= B) Configuracién a tiempo ¢, determinar desplazamiento y derivar para obtener velocidad y
aceleracion.
Retornando al ejemplo de la Figura 6.8, se han seleccionado 3 tramos variables de cuerda, con a, b
y ¢, y dos coordenadas s, y sp ; queremos conocer cuantas de estas coordenadas son independientes
para determinar los grados de libertad:
A) Configuracién inicial (a tiempo #): Considerando L=a+ b+ c + ctel

CuerpoA: sap=a+cte2
sa=b+cte3
(6.12)
CuerpoC: sc=c

Sumom.a.m: 2ss4+Sc=a+b+c+cte2+cte3=cte

Sumamos miembro a miembro lo de una misma cuerda (si hay mds cuerdas queda un sistema
de ecuaciones) y se obtiene

Sc=—-2sp+cte (6.13)

Como qued6 una coordenada en funcién de sélo otra coordenada, el sistema tiene 1 grado de
libertad.
B1) Configuracién a tiempo t':

- =-2s" +cte (6.14)

I

B2) Desplazamiento: Le restamos miembro a miembro la descripcién cinemaética de (6.14) (a tiempo
t) de la ecuacion (6.13) (a tiempo t')

Sp =S¢ =—28, — (=254) = =2(5/, — 5)

Asc=-=2 Asy
~—~
1G.D.L.

dsc =-2dsgx

Luego, derivando con respecto al tiempo a ambos miembros se obtienen las relaciones de
velocidad

619
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y, derivando otra vez, las de aceleracion

610

Este procedimiento es vélido para una gran variedad de sistemas de poleas. En la literatura se
pueden hallar metodologiasmads abreviadas y basadas en losmismos fundamentos. Si hubiésemos
partido de la ecuacién (6.12) para una cuerda

254+ Sc=cte (6.17)
luego, por derivacién con respecto al tiempo se obtiene la velocidad

2va+vc=0 (6.18)
y derivando nuevamente, se obtiene la aceleracion

2as+ac=0 (6.19)

obteniéndose las mismas relaciones cinematicas (6.15) y (6.16).

Movimiento de particulas sobre trayectorias curvilineas.

Dado un sistema de particulas libres, Ay B, que se mueven sobre trayectorias curvilineas en el
espacio tridimensional como el que se muestra en la Figura 6.9.

V4 aB

Figura 6.9: Descripcién delmovimiento traslacional de dos particulas

En el instante £, 74 es la posicién absoluta de Ay 73 es la posicién absoluta de B, con respecto a
un mismo marco fijo.
La posici6n relativa de B con respecto a A es:

TBIA=TE—TaA (6.20)

y se dirige de A hacia B como se muestra en la Figura 6.10. Conocida la cinematica de la particula A, se
puede determinar la cinemaética de B utilizando la posicién relativa de B con respecto a A:

T 621

El vector de posicion relativa de B con respecto a A, rp; 4, se expresa en componentes de un
sistema de referencia movil fijo a la particula A, A— x’ — y' — z’ y sus versores son paralelos a los del
marco O—x—y—z.Laderivada de los versores en ese marco mévil es nula, entonces el vector velocidad
relativa se obtiene como

/ / !
dx ~ dy o) dZ —~

= _ I 1= N di 7 7
r =x'v+ +z'k' - v =—3¢+—35'+—k 6.22
B/ A Y BIAT 47 dtJ dz (6.22)

y también se puede obtener derivando la (6.20) sucesivamente:



6.5 (*) Movimiento relativo de particulas en marco maovil rotante 61

z aB

Figura 6.10: Descripcién de la cinemética relativa traslacional de dos particulas

= Velocidad relativa de B con respecto a A:

vB/A dTB/A d,r‘B dTA V5~ VA
v = = — =VR—VA..|Vp=Va+V (623)
B/A dr dr dr B A B A B/A

= Aceleracion relativa de B con respecto a A:

ai= A WA g
a =——=———-——>—=ag—aa..|agp=as+a (6.24)
Bl A T T T B A B Atap/a

Esto es vdlido para particulas y cuerpos en traslacién pura. Si el marco rota como ocurre en

cuerpos rigidos, hay que afectar a las derivadas por el término de Coriolis. Para cada vector (e) = u—(ti
dependiente del tiempo, la derivada es:

de) _d®) | e (4 (6.25)
dty B dig Bra )

donde wp/ 4 es la velocidad angular relativa del marco rotante B con respecto a un marco fijo A.

6.5 (*) Movimiento relativo de particulas en marco mévil rotante

Esta seccién marcada con (*) utiliza conceptos que se verdn en la cinética de la rotacién y debe ser
revisada luego de ver dicha unidad. Aqui se presenta un ejemplo en donde elmarco rotante tiene gran
importancia en la simulacién y en el control. Se considera:

= Un marco inercial O fijo a la tierra.

= Un marco mévil B asociado a un vehiculo. Equilibrio rotacional.

= Momentos de inercia I en ejes principales del vehiculo

» Lavelocidad angular del vehiculo es wp,;0 = w es la del marco del cuerpo relativa al marco fijo.

Para el célculo del torque a aplicar se debe emplear la féormula de Coriolis al derivar con respecto al
tiempo el momento cinético. Junto con lar fuerza a aplicar y un mapeo especifico se pueden determinar
las velocidades de rotacion de los 4 motores para efectuar un movimiento planificado.

3 dJw) a dJw) T+ oo x Tw)

dto dig
d(w) , d(w)

=J— Twy=1T—— I
iz +wp/o x {w) s +wx ([w)

Existe un gran nimero de mecanismos y maquinas que se consideran cuerpos rigidos vinculados
(Multi-body Systems) y son de importancia para ingenieros eléctricos:
= Movimiento relativo del sol con respecto a la tierra, en diversas ubicaciones terrestres y dia del
afno
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= Guiado de concentradores de hornos solares y paneles solares; ver Figura 6.5
Mecanismos en generadores e6licos con transmisién por engranajes:
= Son robustos y requieren de mantenimiento. En algunos paises estdn funcionando hace 20

anos.

= Aerogen. 1 MW: de 15 a 20 r.p.m — 1800 r.p.m. en generador

Wind direction

Tower-

wind.energy.gov

h\‘

Anemometer

Nacelle Wind vane

High-speed shaft

Generator

Mecanismos en generadores eélicos con transmisién direct-drive:

IMPSA-Wind (Argentina), NORTHERN (USA), GOLDWIND (USA), SIEMENS (Alemania).
Eliminan el contacto y friccién de la transmisién reduciendo pérdidas mecanicas: Menor man-
tenimiento mecdnico (ideal para offshore). ;Menor peso?

Mayor costo en el generador sincrénico de imanes permanentes (veloc. variable / conversiéon
electrénica). Balance con pérdidas por calor en dispositivos electrénicos?
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IMPSA Wind eligio para sus turbinas edlicas la tecnologia mas novedosa, confiable v eficiente: DDPM WEC (Direct Drive Permanent Magnet - Wind Energy Converter)
Las turbinas de IMPSA Wind se producen en res potencias: 1,5 MW, 2,0 MW 02,1 MW.
Principales caracteristicas:

« Turbina acoplada directamente, £in caja multiplicadora de velocidad, que aumenta la eficiencia y disminuye |a necesidad de mantenimiento
+ Generador multipolo, velocidad variable, con excitacion por imanes permanentes; alta eficiencia y bajo mantenimiento. No consume polencia reactiva
« Control del sistema inversor con salida SVPWM (Space Vector Pulse Width Modulation), IGBTs para controlar la tensién, la corriente, el factor de potencia y la frecuencia

Dentro de este concepto IMPSA trabaja con sus propios modelos de equipes IMPSA - UNIPOWER &:

+ UNIPOWER® minimiza las de las confi de los de on directa (tamafio y peso), pera mantiene su ventaja

principal (sin caja multiplicadora).
« UNIPOWER® fusiona en un solo componente las funciones tradicionales del generador eléctrico y el cubo rotor, que minimiza las partes activas y reduce las pérdidas v
tiempos muertos por mantenimiento
+ UNIPOWER® utiliza imanes permanentes y control de polencia por paso de palas, optimizando Ia recoleccion de energia  distintas velocidades de viento

.k{'

UNIPOWER'

Figura 6.12: Ventajas de un generador direct-drive de industria nacional.

MPSsA’
Vel, Viento w0 el

Figura 6.13: El sistema direct-drive requiere de un control de temperatura de los componentes
electrénicos.

Ma4s ejemplos en catdlogos que se descargan de:

= (1.5;2.5;3MW) http://www.goldwindamericas.com/

= (60; 100 KW)http://www.northernpower.com

= (4.3MW)https://www.siemens.com/global/en/home/markets/wind/turbines-and-services.
html

= (1.5;1.8;2.1;2MW) http://wuw. impsa.com/es/productos/impsawind/

= http://www.impsa.com/es/descargas/WIND/UNIPOWER.pdf

» http://www.impsa.com/es/descargas/WIND/VENSYS.pdf


http://www.goldwindamericas.com/
http://www.northernpower.com
https://www.siemens.com/global/en/home/markets/wind/turbines-and-services.html
https://www.siemens.com/global/en/home/markets/wind/turbines-and-services.html
http://www.impsa.com/es/productos/impsawind/
http://www.impsa.com/es/descargas/WIND/UNIPOWER.pdf
http://www.impsa.com/es/descargas/WIND/VENSYS.pdf

Movimiento de un Sistema de Particulas .

Fuerzas externas, internas y efectivas ‘_’_,r.;;
Centro de masa e N J/ ;
Momentum lineal y angular de un siste- JUPITER
ma de particulas

Ley de impulso y cantidad de movimiento

lineal para un sistema
Conservacion de la cantidad de movi-
miento lineal en un sistema

Ley de impulso y cantidad de movimiento

angular para un sistema
Conservacion de la cantidad de movi-
miento angular en un sistema

Ley de trabajo y energia cinética para un

sistema de particulas
Conservacion de la energia mecdnica

para un sistema de particulas

SATURMO

Un sistema de particulas es un conjunto de particulas consideradas juntas, parte de ellas son
totalmente libres y algunas de ellas pueden estar vinculadas entre si o a un medio fijo [ , Cap. 14].

En este capitulo se describen las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un sistema de
particulas sin vinculos entre ellas y sometidas a fuerzas de interaccion a distancia. Estudiaremos cual
es la implicancia en la segunda ley de Newton al considerar que sobre las particulas acttian fuerzas de
interaccién mutua que satisfacen la tercera ley de Newton. Otra consideracion sobre el sistema es que
no pierde particulas.

Los conceptos se vinculardn con el choque entre particulas y con las ecuaciones del movimiento
para cuerpos rigidos que veremos en los capitulos posteriores.

Movimiento de un Sistema de Particulas

En un sistema de particula, veremos las relaciones que se cumplen entre las fuerzas externas al
sistema, las fuerzas internas de interaccién mutua entre particulas y las consiguientes aceleraciones
adquiridas en segtin la segunda y tercera ley de Newton.

Fuerzas externas, internas y efectivas

Sobre una particula P; de masa m;, con vector posicién es 7 ; con respecto a un marco inercial
O - x— y — z, se ejerce una resultante de fuerzas externas al sistema Fi y posee fuerzas internas de
interaccién con otras particulas del sistema. Consideremos que las fuerzas de interacciéon entre dos
particulas acttian a distancia y que por la tercera Ley de Newton, son iguales, opuestas y tienen la
mismas linea de accién. Por ejemplo, Fi j eslafuerza ejercida sobre P; por la particula P y Z;?Zl ﬁi j
son todas las fuerzas internas ejercidas sobre P; por las otras particulas. No se escribird, por claridad
d_? las ecuaciones, pero vale aclarar que la particula no interactiia consigo misma, es decir, no existe

F';; por lo que en las sumatorias deberiamos considerar que j # i.
Luego, la segunda Ley de Newton para la particula P; se enuncia como

— n _, _
Fl-+ZF,-j=m,~a,~ (7.1)

donde m; @ ; es la fuerza efectiva de la particula i; ver esquema en la Figura 7.1.

Las fuerzas que acttian sobre las particulas, en general, no son concurrentes y por ello se debe
considerar una ecuaci6n vectorial de momentos con respecto a un centro arbitrario O, origen de la
coordenada vectorial de cada vector posicién 7.
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>
©

Op— (@]

Figura 7.1: Dos sistemas de fuerzas son equipolentes cuando tienen la misma resultante y el
mismo momento resultante. Dos sistemas de fuerzas son equivalentes cuando son equipolen-
tes y actuando por separado, producen el mismo efecto. El sistema que forman las fuerzas
externas e internas es equivalente al sistema que forman las fuerzas efectivas.

Tomando momentos de cada término de (7.1) con respecto al origen O

{ i 2]21 ij ” (7.2)
T .

rTixFi+ Yl (TixFij) =

La ecuacidn para el sistema de particulas se obtiene sumando las ecuaciones del movimiento de
las n particulas

{Z, 1F1+Z? PN Fij =Y’ mia; 73)

YL (Fix Fy+ Y X0 (T xFij) =Y0 Fixma,

m;a;

of— O/

Figura 7.2: Sistema de 3 particulas interactuando cuyo movimiento depende de las fuerzas
externas aplicadas e internas generadas sobre las particulas.

Las fuerzas 1nternas entre pares de partlculas son 1guales y opuestas por lo tanto tienen resultante
nula. Para cada fuerza Fl j existe su opuesta F ji = F ij sobre la misma recta de accion, entonces la
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— — —
suma se anula F';; + F'j; = 0. A su vez, dicho par de fuerzas no producen momento porque la suma
de los momentos

?ixFij'*'?ijji:?ixFij"'?jX(_Fij)
Z?,‘XFU—F]'XFI‘]‘
- (7.4)
=(ri—rj)xFij
Z?inFijZO

es igual al vector nulo; el vector de posicién relativa 7 ; j es colineal con F';;.
Entonces para el sistema completo dado por las ecuaciones (7.3) se cumple que se anulan las
interacciones entre las fuerzas internas y sus momentos

n on o_, nono_
ZZFijZO ZZ(TiXFij):()
i=1j=1 i=1j=1

y la ecuacién vectorial del movimiento (292 Ley de Newton) para el sistema de 7 particulas es

{ i Fi =Y, mid; (7.5)

— e — —
YL (rixFy) =3yt (rixm;a;)

I P3 18l
y o y OP;
oP 1o
1 '\l|
a— 2y

. & |

P o Py
% X O X
/ /

f/ /_/
// /

Figura 7.3: Elsistema de fuerzas externas y las fuerzas efectivas tienen la misma resultante y
el mismo momento resultante, son sistemas equipolentes. N6tese que no producen el mismo
efecto, ya que en el sistema de la izquierda no habria movimiento de la particula P3; un
sistema no puede ser reemplazado por el otro para producir el mismo efecto.

Si las fuerzas internas obedecen a la tercera Ley de Newton, el sistema de fuerzas externas F’,-
y las fuerzas efectivas m; @ ; tienen la misma resultante y el mismo momento resultante alrededor
de cualquier punto dado, por lo tanto, son sistemas equipolentes. Los sistemas no son equivalentes
cuando el movimiento depende de las fuerzas interiores. El sistema de fuerzas internas es equipolente
al vector nulo, sin embargo, ello no implica que no tengan influencia en el movimiento de las particulas
consideradas en el sistema. Por ejemplo, el sistema solar no estd sometido a fuerzas externas y el
movimiento de los planetas alrededor del sol se debe tinicamente a la existencia de fuerzas internas.

Centro de masa

Veremos como simplificar el lado derecho de la expresién (7.5). El centro de masa de un sistema
de particulas es el punto C definido por el vector posicién 7, que satisface la relacién

n
mr=>y m;r; (7.6)
i=1
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donde m=}" | m; representa la masa total del sistema de particulas. Es decir, la posicion del centro
de masa es el promedio de las posiciones de las masas ponderado por sus respectivas masas,
n .
_ YiymiT
m
y puede no corresponder a la posicién fisica de una particula.
Derivando (7.6) con respecto al tiempo obtenemos

n .
mr=>y mr; P=mv=) m;v; (7.7)
i=1 j
y derivando nuevamente obtenemos la aceleracién
. n i .
mr=3 mv; p=ma=) md; (7.8)
i=1 '

Reemplazamos en las ecuaciones del movimiento (7.3) y obtenemos (sumatorias sobre las n
particulas)
YF; =Ym;a;=Y(ma);=ma 7.9)
Y(FixF) =X(rxmia)=Y(rixma)=YMo;

= La primer ecuacién vectorial expresa que: “El centro de masa de un sistema de particulas se
mueve como si toda la masa total del sistema y todas las fuerzas externas estuvieran concentradas
en ese punto”.

= En general, la resultante de las fuerzas efectivas no pasa por el centro de masa, Zﬂoi #T xma.

Las ecuaciones escalares de (7.9) en coordenadas cartesianas rectangulares resultan

Y (Fy)i =) (may); = macy
Z(Fy)i = Z(may)i =mdacy
2(F2)i =X(mag); = mac,

(7.10)
YX(Mox)i=X(yF.—zFy); =XYIlm(ya;-zay)l;

Z(MOy)i:Z(ZFx_sz)i =Y Im(zay—xaz)l;
Y(Moz)i =X (xFy—yFy); =XIm(xay,—yax)l;

Momentum lineal y angular de un sistema de particulas

Las ecuaciones vectoriales (7.3) se pueden expresar como tasas de cambio de los momentos lineal
y angular

— — — — —
pP=Xmiv; SLPp=EXmivi=Ymia;
HO ZZ?,' X mi?i HO ZZ(?i xm,-?)',-+?i X ml-T)'l-) = Z?i X ml-?il-
~—
v,
—_———
colineales

Entonces la segunda ley de Newton para toma la forma

P o-F
{Z P (7.11)

Y Mo; =Ho
“La resultante y el momento resultante con respecto a un punto O de las fuerzas externas son, respec-

tivamente, iguales a la tasa de cambio del momentum lineal y angular del sistema de particulas con
respecto a O.”
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Ley de impulso y cantidad de movimiento lineal para un sistema

Para una particula P; en un sistema de n particulas, las fuerzas exteriores e interiores producen
un impulso diferencial que es igual al cambio diferencial de momentum lineal

—>

n —_—
Z Fijdr=d(m;v;)
que integrada del instante t; al , resulta en

2
fFidt +[ ZF”dt—f d (mi% )
1 .

Cant mov.P;

Imp.F.externa Imp F.interna

Para el sistema de n particulas, se tienen n ecuaciones vectoriales. Sumando miembro a miembro
dichas ecuaciones se obtiene

2, 2
F,‘df-i-z ZF”dt— f d(m;v ;)
i=1v1

i=1Y1 i=1Y1 j=
donde los impulsos de pares de fuerzas internas
E:ijdt+ﬁjidt=Fijdt+(—ﬁij)dt
=(Fij—F;jdt

se cancelan entre si de a pares eliminando al segundo término del lado izquierdo. Luego, las ecuaciones
se reducen a

n 2_, n 2

Z F,’dIZZ d(m;v;)
i=1v1 i=171

e intercambiando sumatoria con la integral en el lado derecho

n 2_, 2 n R
Y F,-dr:f1 d[Z(mivi)
i=1

i=1Y1

e integrdndolo se obtiene

n 2_, n R
Zf Fidr= Z(mivi)
i=17/1 i=1

~
— —_

J12 L,

n
- ) (miv))
i=1 1

O\

<

=l

Elimpulso lineal de todas las fuerzas exteriores sobre un sistema de particulas es igual al cambio de
la cantidad de movimiento lineal del sistema.

Ji=Lo—L,=AL (7.12)

Las ecuaciones escalares son

Y [A(Fidt = Y.(muy)il,— Y(mvy)il
Y JEENde = Xmuyi|, - Lmvyi, (7.13)
Y [A(F)idt = X (mvy)il,— X(muy)ily
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Conservacion de la cantidad de movimiento lineal en un sistema
Si el impulso lineal sobre todo el sistema Y1 | f12 F';dt se mantiene nulo durante el lapso de

tiempo de #; a t, entonces J 12 = 0 y se obtiene

Y (mv))
i=1

n
=Y (mivy)
1 =l 2

— —
Luego, L, = L, esla ecuacion vectorial de conservacion de la cantidad de movimiento lineal de un
sistema.

Ley de impulso y cantidad de movimiento angular para un sistema

Para una particula i en un sistema de » particulas, calculamos el momento de las fuerzas exteriores
e interiores que producen un impulso angular diferencial y un cambio diferencial del momentum
angular

— n —
?i x F;dt+ Z(?, X Fl'j)dl'z ?i X d(m,‘?i)
=1

utilizando la notacién de indices 7; x F; = (¥ x F); y ¥ ; x m; U; = (¥ x mv);, e integrando del
instante f; al £, resulta

2 _ 2 n _ 2 _
f (7 x F);dr+ Z(r,-xF,-,-)dr:f d (7 xm7v);

1 1 j=1 1 —
V) Cant.mov.Ang.P;

Imp.Ang F.externa Imp.Ang.F.interna

Para el sistema de n particulas,

n 2 — n 2 n — n 2
zf @ xF)de+ Y. Z(?ixFij)dt=Zf d(F x mB);
i=1Y1 i=1Y1 j=1 i=1Y1

~

=0
los impulsos de los momentos de las fuerzas internas se cancelan entre si (se puede demostrar que

(7 x Fij)dt + (?j x F’ji)dt = (a)dt, factorizando d¢ y procediendo como en (7.4) ), la ecuacién se
reduce a

n 2 — n 2
Yo FxFyde=) | d(¥ xm7);
i=1Y1 i=1Y1

en el lado derecho podemos intercambiar sumatoria e integral
n 2 N 2 no_
> (?xF)idtzf d(Z(r me)’),-)
i=11 1 \i=1

e integrando el lado derecho

n 2 — n n

Yo FxF)de=) (¥ xmw);| - ) (F xmv);

i=19Y1 i=1 2 i=1 1
ZfM(;idt:Ym ﬁOZ I-'im

Elimpulso angular de todas las fuerzas exteriores sobre un sistema de particulas es igual al cambio de la
cantidad de movimiento angular del sistema.

Yip=Hp-Hp=AHg
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Las ecuaciones escalares son
Y Ry F.—zF)dt = YLlmyv.—zv)li], - Timy v, —zvy)li|
Y [P (zFx—xF)idt = Llm(zve-xv)lila - Llmzve - xv2)lil, (7.14)
Y [{(xFy-yFoidt = Elmxvy—yvli|, - Zimxvy - yvoli,

Conservacion de la cantidad de movimiento angular en un sistema
Si el impulso angular sobre todo el sistema Y 15 = Z;’zl flz M ;dt se mantiene nulo durante el

lapso de tiempode 1 a £, Y12 = 6, resulta

— —_—
Entonces, H g; = H o2 es la ecuacién vectorial de conservacién de la cantidad de movimiento angular
de un sistema.

Ley de trabajo y energia cinética para un sistema de particulas

El trabajo elemental F'; « dr que produce la resultante de las fuerzas externas sobre una particula
aislada P; al desplazarse infinitesimalmente dr, es igual al cambio diferencial en la energia cinética

—_ —_ 1
Fl--drzd(émi vlz)

Para una particula i en un sistema de »n particulas, las fuerzas exteriores e interiores producen un
trabajo de traslacion'y un cambio diferencial en la energia cinética. Luego, del instante t; al , resulta

2, 2n _, — 2 M
fFi'dTl'+f ZFide’Pi:f d(—mivf)
1 1 j=1 1 2
———

—_— .
Trab.F.externa Trab.F.interna Energ.Cin.Tras.P;

Para el sistema de n particulas,

n 2_, . n 2 n _, s n 2 1
Z F,"d?"i+z ZFij’dri:Z d(—mivf) (7.15)
i=1J1 i=1Y1 j=1 i=1J1 2

En.gral,no.nulas

Como se muestra en la Figura 7.4 el trabajo de fuerzas internas entre dos particulas i y j en general no
es nulo, es decir, F';j edr; # F'j; «dr ;. Enla suma de trabajos de fuerzas internas iguales y opuestas,

se puede reemplazar la fuerza F'j; por —F;; y asi obtener

ﬁijoa:i+ﬁji‘a:j:F‘ij’(;:i_j—:ij.a:].
:FijO(d’I”i—d’l’j)

=Fij’dTij~

Entonces, existe un trabajo de las fuerzas internas de un par de particulas cuando existe un desplaza-
miento relativo cE:i j entre ellas.

Partiendo de (7.15), simplificando indices, intercambiando la integral con la sumatoria ala derecha,
e integrando el lado derecho

nop2 nop2n _, — no(1 9 "1 9
Upz= Y | (Fedr); +)_ ZFij’dTi:Z(_m”) - (_my)
i=1J1 i=1J1 j=1 iz1\2 il i=1 2 il
~———— - P
Trab.fzas.ext.acti.y.react. Trab.fzas.internas
=T, —-T1=AT
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Figura 7.4: Ejemplo de fuerzas internas realizando un trabajo no nulo.

El trabajo de todas las fuerzas exteriores e interiores, conservativas y no conservativas, sobre un
sistema de particulas es igual a la variacion de la energia cinética del sistema.

U12=T2—T1=AT\

Conservacion de la energia mecdnica para un sistema de particulas

Consideremos algunas formas de energia potencial que generan fuerzas conservativas sobre una
particula. La energia potencial gravitatoria debida al peso es V; = W y = mgy. La energia potencial
eldstica en el caso de existir vinculos sin masa del tipo lineal elastico es V, = %kéz. Luego, la energia
potencial total en la particula P; es V; = Vg + V.

Consideremos algunas formas de energia potencial que posee un sistema de n particulas:

= Energia potencial gravitatoria: Con un sistema de eje Oy vertical positivo hacia arriba, la

energia potencial gravitatoria para el sistema de n particulas es

n n
Ve=) Wiyi=g) myi
i=1 i=1

y utilizando el centro de masas del sistema

n n
Vg=Wyc=mgyc, con W=3) W; m=) m

i=1 i=1

= Energia potencial eléstica: Se extiende a la suma de todos los e vinculos eldsticos, externos e
: _\e 17..52
internos Ve =3.5_, Ek](‘)‘j.

La energia potencial total del sistema es V = V, + V.. Ante fuerzas exclusivamente conservativas,

el trabajo se puede escribir como

[Ui2=-(1, - V1) =-AV|

Vimos que

]Ulzsz—leAT\

Igualando los trabajos, se tiene

AT =-AV

O

I-T1=—-(V,-W)

que se expresa en cada instante como

Th+Vi=T,+V, =cte
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Ante fuerzas conservativas, la energia mecdanica total T + V, se conserva para cualquier configura-
ci6én del sistema.

Th+Vi=T+V, =cte

En un sistema de particulas sobre las cuales sélo actiian fuerzas exteriores e interiores conservativas, la
energia mecdnica total asociada al sistema se conserva.
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8. F%némenos Percusivos

La percusi6n es un encuentro entre dos cuerpos que ocurre en un intervalo muy corto de tiempo
y durante el cual se ejercen entre si fuerzas relativamente grandes (los cambios en las velocidades
y aceleraciones de los cuerpos son notables). Estas fuerzas superan al peso y otras fuerzas de fric-
cién, que se ignoraran en el fen6meno. Dependiendo de los materiales de los cuerpos, se producen
deformaciones eldsticas o permanentes (plasticas).

En la percusion es dificil establecer la dependencia entre fuerza y tiempo para determinar el
impulso. Mediante instrumentos 6pticos y electrénicos se pueden aproximar las fuerzas, midiendo las
velocidades, en lapsos de milésimas de segundo.

En la figura que encabeza este capitulo se muestra la determinacién experimental del choque
de un vehiculo real con un obstéaculo fijo con determinada capacidad de absorcién de energia de
deformacion, en donde el objetivo principal es la seguridad e integridad de los ocupantes.

Las ecuaciones que se verdn en este capitulo nos permitirdn conocer las ecuaciones basicas del
fenémeno de choque central directo. Para ello haremos uso del principio de impulso y cantidad de
movimiento de un sistema formado por dos particulas, de la conservacion del impulso antes del
choque y de un nuevo concepto denominado coeficiente de restitucion que caracterizard al choque
unidimensional y encapsula la relacién entre el impulso de deformacién y restitucién.

8.1 Clasificacion de los fenémenos percusivos

Un choque es un fendémeno percusivo entre dos cuerpos que entran en contacto debido a que sus
trayectorias coinciden en espacio y tiempo. Para simplificar el estudio, asumimos que los cuerpos que
chocan son sélidos deformables. Mecionemos algunos ejemplos: En los deportes, el humano domina
intuitivamente y por experimentacion repetida al fenémeno de choque (pelota de tenis/raqueta/piso).
En aplicaciones bélicas hay infinidad de ejemplos (misiles, misiles antiaéreos, etc.). En vehiculos de
pasajeros, se agregan elementos de seguridad para minimizar los efectos de un choque (cinturones de
seguridad, airbags, barras laterales, estructura monocasco flexible, etc); ver Figura 8.1.

En el choque las fuerzas que se ejercen mutuamente ambos cuerpos son fuerzas de accién y
reaccion, cumpliendo la 3ra Ley de Newton, es decir, son de igual magnitud, opuestas y colineales.
Geométricamente, un choque comienza con un punto inicial de contacto entre las superficies de los
cuerpos; luego deriva en una curva y posteriormente en una superficie de contacto. Existe un plano
tangente a ambas superficies de contacto, la normal a este plano define la direccién de la linea de
choque. Durante el choque, la superficie de contacto comtin a ambos cuerpos crece con el tiempo en
el periodo de deformacion hasta un maximo y luego decrece en el periodo de restitucion.
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Figura 8.1: Choque de prueba (crash test) realizado a un vehiculo virtual por simulacién
computacional. La simulacién permite hacer ajustes y analizar contingencias antes de los
costosos ensayos reales.

Choque entre dos particulas

Las configuraciones del choque entre dos particulas pueden ser muy variadas, las posiciones de
los centros de masa de los cuerpos y de los vectores velocidad con respecto a la linea de choque nos da
una clasificacién bésica:

a) Choque central: Los centros de masa estan sobre la linea de choque.

b) Choque excéntrico: Los centros de masa no estan sobre la linea de choque.

¢) Choque directo: Los vectores velocidad son paralelos a la linea de choque.

d) Choque oblicuo: Los vectores velocidad no son paralelos a la linea de choque.

Coeficiente de restitucion

Consideremos un choque central directo de dos particulas Ay B de masas m 4 y mp que se mueven
hacia la derecha con velocidades v4 y vp como se muestra en la Figura 8.2.

Inicialmente, no hay fuerza impulsiva externa pero actian fuerzas internas que pueden modificar
al sentido (y direccién en otros casos) de las velocidades. El momentum lineal del sistema de dos
particulas a un tiempo ¢ (antes del choque) y a un tiempo ¢’ (después del choque), ambas mostradas
en las Figuras 8.2 (a) y (e), se debe conservar

mAvA+vaB:mAv’A+va}3 8.1)

En un fenémeno en una misma direccién prescindiremos de las ecuaciones vectoriales y utilizare-
mos ecuaciones escalares reemplazando a los vectores velocidad por sus magnitudes con signo segin
una convencién adoptada convenientemente. La conservacién del momentum lineal (8.1) queda
entonces expresada por

MAVA+MpUB = MaVy + MpUy (8.2)

Asumiendo que las masas son conocidas, tenemos cuatro magnitudes de velocidad como incégnitas.
Para obtener {v4, vg, vg, v%} necesitamos otra ecuacion.
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Figura 8.2: Choque entre dos particulas: (a) aproximacién con Vg,4 < 0; (b) impulso de
deformacién sobre los cuerpos Ay B; (c) instante de impulso maximo en que los cuerpos
tienen la misma velocidad u; (d) impulso de restitucién sobre los cuerpos; (e) alejamiento
conVg4>0

5@

O VB

En el periodo de deformacién de la particula A (mostrada a la izquierda de la Figura 8.2 (b))
aplicamos el principio del impulso y momentum, en cuyo lapso de tiempo de deformacidn, la tinica
fuerza impulsiva es la Fpp ejercida por el cuerpo B en direccién opuesta a su movimiento

mAvA—fFDdtzmAu = fFDdtzmAvA—mAu (8.3)
El periodo de deformacién termina cuando ambas particulas adquieren una velocidad en comtin
u; ver Figura 8.2 (c).

En el periodo de restitucién (izq. de Figura 8.2 (b)), la particula B realiza un impulso, que, en los
sistemas reales (no ideales), es menor que en la deformacién

mAu—fFRdtzmAvg = fFRdtzmAu—mAvL‘ (8.4)

La relacion entre las magnitudes de los impulsos, se llama coeficiente de restitucion e, y se define
como

_ fFRdt
- fFDdt

O<e<l1 (8.5)

en donde e depende de la forma, tamafo y materiales de los cuerpos y de las velocidades de los
mismos mediante el siguiente razonamiento. Poniendo a e en funcién de las velocidades del cuerpo A
aplicando la definicién (8.5) mediante la division m.a.m. de (8.4) por (8.3), se obtiene

ma(u-v,) u-v,

— — (8.6)
ma(va—u) va-u

Realizando un andlisis similar para B, con las Figuras 8.2 de la derecha, en donde los impulsos son
opuestos a los del cuerpo A se obtiene

mp(vy—u) vp—u

= 8.7)
mp(u—vg) u-—vB

Las razones (8.6) y (8.7) ambas iguales a e se pueden sumar numerador a numerador y denominador a
denominador, manteniédose la razén e y se obtiene

! ! ! !
_umv)+ W vp-vy
(va—u)+(u—-vp) wva—vp

(8.8)
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que se puede expresar como

! ! . ! —
Vg—Uvy=elva—vB) .. Vg a=—€Up/a (8.9)

La velocidad relativa de las dos particulas después del choque puede obtenerse multiplicando su veloci-
dad relativa antes del choque (con signo contrario) por el coeficiente de restitucion.
Las dos ecuaciones (8.2) y (8.9) forman el sistema de dos ecuaciones

MAvA+MmpUp = MV, + mpvy
vy =1y =e(va—uvp) (8.10)
O<e<l

y podemos resolver problemas con dos incégnitas de los 5 valores {v 4, vp, v%, v%, e}, porlo que 3 deben
ser dato.

La expresion (8.9) aislada es muy importante porque permite obtener el coeficiente en forma
experimental. Para velocidades inciales v4 y vp conocidas, se pueden medir y determinar v/, y v, y
luego calcular e.

Enlos casos reales, con 0 < e < 1, se pierde energia en forma de calor y en la generaciéon de ondas
elésticas dentro de los cuerpos que chocan. Dos casos particulares e ideales aparecen para los valores
limites de e:

e=0 Choque perfectamente ineldstico (o plastico): De (8.9) se obtiene vy, = v/, indicando que
ambas particulas permanecen juntas a una tnica velocidad v'. Reemplazando esto en (8.2) se
obtiene

mava+mpug = (ma+mg)v' (8.11)

de donde se puede despejar v’ silas masas y velocidades inciales son concidas.
e=1 Choque perfectamente elastico: La ecuacién (8.9) se reduce a

Vp—Vy=va—vp=—(vg—Va) (8.12)

lo que indica que las velocidades relativas antes y después del choque son iguales en magnitud,
al igual que los impulsos de deformacién y restitucién. Después del choque las particulas se
alejan con la misma velocidad con la que se acercaron, es decir que el momentum y la energia
cinética total de las particulas se conserva (recordemos que es un caso ideal). De (8.2) se obtiene
que el cambio de momentum en A es igual al de B

ma(va=vy) = mp(Vy - vp) (8.13)
yde (8.9) con e = 1 se obtiene vy — v/, = va — vp y luego
va+ V= vp+Uj (8.14)

Multiplicando miembro a miembro (8.13) y (8.14) se obtienen diferencias de cuadrados y
posteriormente multiplicando por 1/2 y reordenando lo que ocurre a igual tiempo en el mismo
miembro se obtiene

! / ! !
ma(va—vy)(wa+vy)=mp(vyg—v)(vg+ vg)

mAvi—mAvf = vag—vaé
1 1 1 1 (8.15)
2 2 2 2
—MAV+ —MBVRy = —MAV, + —MBV
2 ATA T TETB T o ATA T o RN
/ /
Ta+Tg = TA+ TB

es decir, que la energia cinética total del sistema se conserva.

Noétese que en los casos reales en que 0 < e < 1, existe energia de deformacion eldstica almacenada
en los cuerpos durante la deformacién que es devuelta s6lo en parte en la restituciéon ya que una
porcién de la energia se transforma en calor y en ondas. En la transformacién y transferencia de
energia mecdnica hay siempre una eficiencia menor que uno.
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Choque oblicuo

En un choque oblicuo, las velocidades de las particulas no tienen la direccién de la linea de choque
y se desconocen las velocidades v/, y v, después del choque (4 incégnitas). Si establecemos que el
eje y representa al plano de contacto o tangente comuin a ambas superficies en contacto y que el x
es lalinea de choque. Considerando supertficies lisas libres de rozamiento, las fuerzas impulsivas de
deformacién y restitucién actuaran sélo en la direccién x.

Se conserva la componente x del momentum total de las particulas

! !
MAV Ay + MBUBx = MAV,, +MpUg . (8.16)
El coeficiente de restitucion

' /
_ Upx " Vax
VAx — UBx

e (8.17)

relaciona las componentes x de las velocidades relativas a lo largo de linea de choque. Con (8.16) y
(8.17) se pueden determinar v,y v} .
Luego, alo largo del eje y, el momentum de la particula A se conserva

mAvAy:mAv;ly - vAy:v;‘y (8.18)
y también el de la particula B

VBy = Vg, (8.19)

Lecturas sugeridas

Existen otros tipos de choque, que requieren un mayor ntimero de ecuaciones debiéndose tener
cuidado con la cantidad que se conserva. Por ejemplo, en un juego de pool, se suceden choques planos
y oblicuos, en donde las bolas pueden considerarse como particulas y se puede aplicar la teoria vista
[ , p- 217, Cap. 3, Sec. D]. Aunque en realidad, el efecto de rotacién de las bolas sobre si mismas
es lo que mds enriquece al juego por sus efectos especiales. Estos giros que se producen al impactar
descentradamente en la bola, corresponden a complejos movimientos de cuerpo rigido en donde
las traslaciones son planas y paralelas al plano del pafio y los ejes de rotacién adquieren diferentes
orientaciones con respecto al plano de juego. Un impacto fuerte descentrado en un balén de fttbol,
puede producir trayectorias curvas debidas a la interaccién entre la superficie del balén y el aire
fluido. Como curiosidad, vale la pena mencionar que goles de Roberto Carlos, Michael Ballack o David
Beckham han sido motivo de recientes simulaciones computacionales [ ] que analizan el disefio
de los balones (ver comparacion de fuerzas aerodindmicas de arrastre y sustentacién en los balones
Jabulani y Brazuca por J. Case [ D.

En cuanto a la aplicacién en ingenieria eléctrica, el impacto tiene gran importancia en los con-
tactores e interruptores dado que el contacto entre el segmento mévil y el fijo debe suceder con
una velocidad de aproximacién prescripta para evitar que se formen arcos eléctricos que fundan a
los mismos (del mismo modo, el desenclavamiento automaético ante una falla tiene una velocidad
y fuerza prescripta para un intervalo muy corto de tiempo). Por la poca disponibilidad horaria, no
vimos sistemas de particulas con cambio de masa y la aplicacién a volimenes de control en fluidos
que se puede aplicar en el flujo de agua en palas de turbinas generadoras. Se sugiere su lectura en la
bibliografia que se menciona a continuaci6n.

En este capitulo se sigui6 el razonamiento propuesto por Beer, Johnston y Cornwell | , Cap.
13] yla extension del Prof. Ramén Solowey [ 1. Ejemplos muy vistosos y clarificadores del problema
de impacto pueden encontrarse en el libro de Meriam y Kraige [ , Cap. 3] y en el libro de Hibbeler
[ , Cap. 15].
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Dentro de las incumbencias de los ingenieros eléctricos, la dindmica de maquinas rotantes y las
aplicaciones a motores eléctricos, generadores, excitatrices, etapas de turbinas de vapor, de gas e
hidrdaulicas, hacen que el enfoque principal de esta unidad se haga sobre la dindmica de la rotacién
con eje fijo.

Se analizaran las ecuaciones del movimiento de cuerpos rigidos rotantes, las propiedades inercia-
les, las reacciones estaticas y dindmicas, su balanceo, y los métodos que ya hemos visto para particulas,
la ley del impulso y la cantidad de movimiento, la conservacién de la cantidad de movimiento, el
método del trabajo y la energia, la conservacioén de la energia mecanica. Finalmente, se estudiaran las
formas de cuantificar la disipacién de energia con frenos dinamomeétricos.

En este capitulo nos enfocaremos a la cinemaética y postergaremos la dindmica para los capitulos
siguientes.

9.1 Cinemdtica de la rotacién con eje fijo

Hemos visto que un cuerpo puede poseer un movimiento de traslacién pura, una rotacién pura, o
bien un movimiento general combinando traslacién y rotacion; esto es véalido tanto para el movimiento
plano como para el tridimensional.

La rotacion se caracteriza por un dngulo de rotaciéon alrededor de un tnico eje denominado eje de
Eulery este eje se puede mover espacialmente conforme pasa el tiempo. Si este eje permanece fijo,
todas las particulas del cuerpo rigido se mueven en trayectorias circulares alrededor del eje de rotacién
y todas las lineas del cuerpo que son perpendiculares al eje de rotacién rotan el mismo dngulo en el
mismo tiempo.

Para imponer fisicamente que el eje de rotacién del cuerpo esté fijo, se restringen 5 grados de
libertad del cuerpo mediante apoyos adecuados para las reacciones que soportan, como ser, cojinetes
o rodamientos. Para evitar 3 traslaciones y 2 rotaciones en ejes mutuamente ortogonales, se requieren
3 fuerzas y 2 momentos de reaccién en permanente actuacion.

Necesariamente, los cuerpos rigidos estdn en contacto con sus apoyos y el desagaste es inminente
en alguna etapa de la vida 1til para lo cual se debe proceder al mantenimiento mecénico. En en
la Figura 9.1 se pueden ver maquinas rotantes que deben rotar con eje fijo. En las turbinas de gas
que tienen un ntimero muy elevado de revoluciones por minuto, el balanceo es crucial para un
correcto funcionamiento. En aerogeneradores, la concepcién de la transmisién mecdanica intermedia
entre el rotor y el generador eléctrico estd siendo reemplazada por los generadores sincrénicos de
imanes permanentes montados sobre el rotor, reduciendo la complejidad mecédnica de la maquinay
el mantenimiento. En todos los casos se desea obtener rotaciones puras alrededor de ejes fijos y sin
perturbaciones.
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Figura 9.1: Ejemplos de cuerpos rigidos en rotacién con eje fijo: turbina de vapor (izquierda);
aerogenerador de imanes permanentes que eliminan la necesidad de cajas de engranajes
(derecha arriba); parque edlico en las costas de Noruega (derecha abajo).

Posicion, velocidad y aceleracién angular

Sea un cuerpo rotando alrededor del eje fijo AA’ como el mostrado en la Figura 9.2, en donde I1
es un semiplano fijo (en el espacio) que contiene al eje de rotacién y 7 es un semiplano movil (fijo al
cuerpo) que también contiene al eje de rotacion.

4
!
I
i

Figura 9.2: Movimiento global del cuerpo en rotacién con eje fijo

La posicién angular del cuerpo es la magnitud 6(t) de la distancia angular medida desde el plano
fijo IT al plano mévil 7 y se representa por el arco dirigido en el sentido positivo adoptado. El &ngulo 8
es la coordenada angular del cuerpo y es positiva cuando gira en sentido contrario a las agujas del reloj
observada desde A’, o bien, cuando corresponde al giro de un tornillo que avanza en sentido positivo
del eje de rotacion. La unidad en el S.1. es el radidn y sus equivalencias son

2nrad = 360° = 1rev 9.1)
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Si el semiplano movil 7 tiene una posicién angular 6 al tiempo ¢ y una posicion angular 6’ al
tiempo #', se llama desplazamiento angular a la distancia angular entre dos posiciones angulares
medida desde la posicion final

AO=0"-0 9.2)

Si este desplazamiento angular sucedi6 en un lapso de tiempo At = ¢’ — ¢, se define a la velocidad
angular media como

o =20 9.3)
"TAL ‘
el signo queda definido por el signo de A#6.
La velocidad angular instantdnea, o simplemente, la velocidad angular se define como
w(t)—limA—e—%—é (9.4)
T ar—0Ar  dr ’

La unidad en el S.I. es el rad/s pero técnicamente es muy usada la velocidad angular en revoluciones
por minuto

lrev 2nrad 7 rad
rpm=—— =——=—— (9.5)
min min 30 s
Con el mismo razonamiento, se define a la aceleracién angular media como
Ao 9.6)
Ay = — .
"TOAL
donde claramente, la unidad en el S.I. es el rad/s?.
La aceleracion angular es la rapidez con la cual cambia la velocidad angular a cada instante
0= I Aw do do i ©9.7)
a()=lim —=—=—-= .
At—0 At dt dt

Similitud con el movimiento de traslacioén rectilineo

Las magnitudes cinemadticas de la rotacién con eje fijo son andlogas a las del movimiento de
traslacién rectilinea por estar gobernadas por ecuaciones diferenciales con idéntica estructura a
diferencia que el desplazamiento lineal se cambia por el angular.

Movimiento \ Magnitud Posiciéon  Velocidad Aceleracion
Lineal: traslacion rectilinea s(m) v(m/s) a(m/s?)
Angular: rotacion eje fijo 0 (rad) w (rad/s) a (rad/s?)

Los métodos de resolucién directo e inverso y la resolucién grafica siguen un razonamiento
idéntico.
Problemas directo e inverso

Al igual que con el movimiento de traslacién rectilinea, cuando se debe hacer una derivaciéon se
tiene un problema directo y cuando se debe hacer una integracion se tiene un problema inverso. Si
recuadramos a la funcién dato, el procedimiento seria el siguiente

0:6([)—> a):%—» (X:%

0= [wdt— ’wzw(t)‘—» a=4d2 9.8)

dt

0=fwdt— ow=fadt— |a=a(®
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Rotacion uniforme y uniformemente acelerada
Los casos particulares a = 0y @ = cte conducen a férmulas cerradas sencillas, obtenidas de integrar
la tercer linea de las ecuaciones (9.8).

La rotacién uniforme (RU) se produce cuando la aceleracién angular es nula y por lo tanto la
velocidad angular es constante w(f) = wyp, luego

Dato: a=0
Pl: w=uwy 9.9)
PI: 0=0¢+wot

La rotaciéon uniformemente acelerada (RUA) se produce cuando la aceleracién angular es constan-
te a(t) = ag, entonces

Dato: a=ag

Pl: w=wo+apt (9.10)

1
PI: 9=90+w0t+5a0t2

También se puede utilizar la férmula

a=od? 9.11)
- de '

que igualada al dato de aceleracién constante e integrdndola resulta en

do o
“ap
wdw = apdf
w 0 (9.12)
f wdo=ay | dO
wo 90
L 2 o
E(w —wg) = ap(6 —0O)
llegando a la férmula cerrada
w® = w3 +2a0(0 - 0p) (9.13)

El empleo de las ecuaciones (9.10) 6 (9.13) deben elegirse coherentemente segtin los datos de que
se dispone.
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9.2 Rotacién con eje fijo: Movimiento de un punto del cuerpo

Un cuerpo rigido se puede concebir como un sistema de particulas o puntos de voliimenes
infinitesimales, en donde la distancia entre dos puntos cualquiera permanece constante.

Figura 9.3: Movimiento de un punto del cuerpo en rotacién con eje fijo

Determinaremos la cinematica de una particula P arbitraria del cuerpo en rotacién que efecttia
una trayectoria circular con centro en el eje de rotacién. Como se hizo anteriormente, se toma un
semiplano fijo IT que contiene al eje de rotacién y un semiplano mévil 7 que también contiene al eje de
rotacién y a la particula P. Tomamos un origen O arbitrario sobre el eje de rotacién AA’ y colocamos
una terna con el plano xz solidario con el plano IT para medir la posicidon r de la particula P.

Sea B la proyeccion de P sobre el eje de rotacion AA’ por lo que P permanece a una distancia
constante de B y describe una circunferencia de radio r sen ¢, donde ¢ es el dngulo entre r y el eje AA’.
La posicién angular 0 entre I1y 7 es el angulo entre la linea BP y el plano de referencia xz o (I1).

La velocidad lineal de la particula v = % es un vector tangente a la trayectoria de P y de magnitud

ds
a .
El arco As descrito por P cuando el cuerpo rota un dngulo A8 es

UV =

(arco) = (radio) (angulo)

— (9.14)
As=BPA6O = (rsen¢)A0
dividiendo por At y tomando limite cuando At — 0, la rapidez es
ds . As . (rsen¢)Al
y:E:A%rBoA_t:A%IBO At
(9.15)

= (rsen )d@ =rfsen
- ¢ dr ¢

donde @ depende de P pero @ es independiente de la particula elegida; a un instante dado, todas las
particulas giran con la misma velocidad angular. Luego, v es perpendicular al plano 7, que contiene a
ryal eje AA’, y tiene magnitud v = r@send.
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Utilizando un versor k alineado con el eje AA', definimos al vector velocidad angular del cuerpo
como
w=wk=0k (9.16)
como k es constante, derivando esta expresion podemos obtener el vector aceleracion angular
dw PO
a=—=wk=0k (9.17)
dt
luego, podemos expresar al vector velocidad de magnitud v = wr sen¢ como

=T =wxr 9.18)

La aceleracién a de la particula P se obtiene derivando a v

dv d( ) dw . dr
a=—=—(WwWX7r)=—XrTr w X —
dr dt dr dr
——
v
_ w
_Exr+wx v 9.19)

wxr

—d—wxr+wx(w><r)
©dt
—~—~

a

e incluyendo a la aceleracién angular en el primer término queda

a=o0Xr+wx(wxr) (9.20)
M~ ————
a; a,

que es la expresion de la aceleracion del punto de coordenada r como funcién de la posicién misma y
del movimiento como un todo definido porwy a.

El vector v x r es tangente a la circunferencia descrita por P y es la componente tangencial de la
aceleracion.

En el triple producto w x (w x 7), el vector w tiene la direccién del eje y el vector v = w x r tiene
direccién tangente a la circunferencia en P, luego el vector resultante esta dirigido hacia el centro By
es la componente normal de la aceleracién.

Rotacién de una placa

En cuerpos rotantes con simetria axial, es decir, con seccién transversal al eje que se repite
sistemdaticamente, las expresiones de posicién r, velocidad v y aceleracién a se simplifican y son de
uso intensivo en ingenieria.

Se realiza un corte en un plano representativo de referencia perpendicular al eje de rotacién (plano
Xy) con versor normal saliente k en direccion del eje de rotacion, y se elige arbitrariamente un punto
P de posicion r que ahora estd sobre el plano (¢ = 7/2).

La velocidad del punto es

v=wkxr (9.21)

dado que k L r, larapidez es v = rw.
La aceleracién se expresa como
a=cakxr+owkx (wk xr) 9.22)

a; an

ydado que k x =7/ rotaar en 90° y k x v’ rota a 7’ en 90° adicionales, el vector 7 rota un total de
180°, apuntando en sentido opuesto al original, es decir, k x (k x ) = —r. Luego, la aceleracion se
simplifica a

a=akxr-wr (9.23)




9.2.2

84 Capitulo 9. Cinemdtica de cuerpos rigidos

v A

Figura 9.4: Rotacién de una placa representativa del cuerpo

donde claramente, la aceleracién tangencial apunta en el sentido de la velocidad si & es positivo, y el
vector de aceleracién normal siempre apunta hacia O.

Conversion de componentes naturales a componentes cartesianas

Para el andlisis cinético del movimiento de rotacién con eje fijo y la determinacién de las reacciones
de vinculo, es comun necesitar contar con las expresiones cinemaéticas de cualquier particula en
componentes cartesianas, como funcién del movimiento de rotaciéon r, wy o.

Y

y

Figura 9.5: Conversion de la velocidad angular (izquierda) y la aceleracién angular (derecha)
de componentes naturales a componentes cartesianas.

La posicién de la particula se puede expresar por el vector r o por el triplete (r,¢,0), ademads
definimos a p = rsen¢ como la distancia de la particula al eje de rotacién que dibujamos como BP
en la Fig. 9.3 y se lo muestra en una vista normal al eje de rotacién en la Fig. . Luego, la posicién en
coordenadas cartesianas se obtiene como

r=xt+yj+zk
x = pcosf 9.24)

y=psenf

Z=Trcos¢p
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La velocidad en coordenadas naturales
v= vi} con v=wrsend=wp (9.25)
y se transforma a coordenadas cartesianas como
v=vri+ v+ v k
—~
=0
vy =-vsenf =-wpsenl = -wy
y (9.26)
vy =vcost =wpcosh =wx
——
X
v= —wyi +wxj
La aceleracién en coordenadas naturales
a=agi;+apin=a rsen</)i} +w? rsen(/)iAn
~—— ~——
co, T 9.27)
= ap tr+wpi,
— =~
a; an
que transformada a cartesianas es
a=aci+ayj+ a; k
—
=0
(9.28)

ay =—assenf — a,cosf = —apsend —w?pcosh = —ay—w?x
ay = a;cosf — a,send = apcosf —w?psend = ax — w?y

a= (—ay—wzx)§+ (ax—wzy)j'

p) Notese que en cada una de las componentes de aceleracion convertidas a cartesianas
todavia se puede distinguir el término correspondiente a la componente tangencial
(afectado de ) y el término correspondiente a la aceleracion centripeta o normal,
afectado por w?; ambos términos multiplicados por coordenadas x e y, que son las

distancias normales a los ejes y y x, respectivamente.
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10.1 Ecuaciones vectoriales del movimiento

Vimos que en un sistema discreto de particulas de masas Am;, en donde la masa total es m =
Y Am;y a . eslaaceleracién del centro de masas podemos expresar la segunda Ley de Newton y sus
momentos con respecto a un origen arbitrario O como

{zﬁ =Y aiAm;i=ma, (10.1)

ZMOI' =Y (Tix a;Amy)

En el sistema continuo, hacemos tender Am a cero, y las sumas discretas en las fuerzas efectivas
se convierten en integrales

Y@ Am;— f Gdm. (10.2)

La integral extendida a todo el cuerpo de los diferenciales de masa permite calcular la masa
Jgdm=m.

El centro de masas C del cuerpo es un punto de coordenadas 7 ¢ tal que satisface [ 7dm=m7 ¢,
luego la derivada primera de ambos miembros nos permite obtener la relacién que satisface la
velocidad del centro de masas, [ v dm = m ¢, y derivando nuevamente se obtiene la relacién que
cumple la aceleracion del centro de masas [‘@dm = mac. Esta dltima nos permite convertir el
sistema discreto (10.1) en uno continuo, obteniéndose

SF; =[;ddm=md, (10.3)
YMoi =[,(F xdadm) :

que es la ecuacion vectorial del movimiento general de un cuerpo rigido.
En el lado izquierdo de la Ec. (10.3) se tienen fuerzas y momentos resultantes de cargas exteriores
activas y reactivas (ejercidas por vinculos que limitan sus movimientos).
= Fuerzas exteriores: Pueden ser volumétricas (de accion a distancia) o superficiales por contacto.
En el discreto se transmitirian a vinculos internos pero el cuerpo rigido es independiente de
fuerzas interiores.
= Fuerzas efectivas: El sistema de fuerzas exteriores es equivalente al de las fuerzas efectivas
Jddmy sus momentos [(r x @dm) en cualquier instante.
Las ecuaciones escalares de la forma general (10.3) en coordenadas cartesianas rectangulares
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resultan
Y (Fy); = [axdm = macy
2(Fy)i = [aydm =mac,
Y.(Fo)i = [a,dm = mac,

(10.4)
> (Mox)i :Z(sz_ZFy) =f(yaz—zay)dm

Z(MOy)i =3 (zFx—xF,) =f(zax—xaz)dm
Y(Moz)i =X (xFy—y Fx) =f(xay_yax)dm

Vamos a particularizar las ecuaciones escalares (10.4) para la rotacién con eje fijo:

= Sea un sistema de coordenadas Oxyz fijo a un cuerpo que rota, donde z coincide con el eje de
rotacion Z absoluto de una terna OXY Z.

= Laposicién de una particula P(x, y, z) que rota con el sistema moévil Oxyz tiene las coordenadas
(x, ¥, 2) que no se modifican con el movimiento.

= En lo absoluto, la particula se mueve sobre una trayectoria circular de radio p = v/x2 + 2,y
como vimos en la cinemdtica, tiene aceleracién en funcién de w y a sin componente en el eje Z,
dadas por:

ay=-ay-ow’x

ay=ax—w’y (10.5)

Ecuaciones escalares, rotacién con eje fijo

Reemplazando estas aceleraciones de (10.5) en (10.4), en donde w y a no dependen de las coorde-
nadas del punto y quedan como factores comunes en sus términos, se obtiene

Y Fy = [(~ay-w?*x)dm=—a [ ydm—w? [ xdm
Y Fy = [(ax—w?y)dm=a [ xdm - w?ydm
Y F, =0
X Mox=Y(yF.-2zFy) =[(ya.-zay))dm=—a[xzdm+w? [yzdm (10.6)

Y Moy=Y.(zFy—xF;) =[(zax—xa;)dm= —a [yzdm-w? [ xzdm
Y Mo, =Y(xFy-yFy) =[(xay-ya)dm=a[(x*+y*)dm
—_——

02

En el lado derecho se observan dos términos que son las componentes tangencial y normal de la
resultante de las fuerzas efectivas y del momento de dichas fuerzas, para todas las particulas del
cuerpo.

Estas ecuaciones relacionan cargas exteriores (activas y reactivas) con las magnitudes cinemadticas
del moviento angular, a través de la distribucién de masa propia de cada cuerpo. A continuacién,
analizaremos las integrales que aparecen en el lado derecho de (10.6).

Propiedades inerciales de un cuerpo rigido

La distribucién de masa propia de cada cuerpo define propiedades inerciales del cuerpo referidas
al sistema de ejes adoptado con distintos 6rdenes, que para simplificar el estudio lo particularizaremos
para el ejemplo de rotacién con eje fijo:

= Momentos de primer orden: Momentos estéticos, productos de la masa elemental por su

distancia normal a un plano coordenado.

Sy =fxdm=x.m
Sy =[ydm=ym
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= Momentos de segundo orden: Momentos centrifugos o productos de inercia. Son productos
de la masa elemental por sus distancias normales a dos planos coordenados.

{Ixz = [xzdm

Iy, =[yzdm

= Momento de inercia: Es el producto de la masa elemental por el cuadrado de su distancia a un
eje.

Izz:f(x2+y2)dm:fp2dm

Ahora podemos sustituir estas propiedades en las ecuaciones del movimiento para la rotacién con
eje fijo (10.6), obteniendo una forma mds compacta sin integrales

2 Fyx =-8,a - Syw’ = —myca - mxcw?

> F), :Sxa—Sywz:mxca—myca)2

>re -° (10.7)
Y Mox=Y(yF.-zF) =-Ia+I,.0*

Y Moy =Y (2Fy—xF;) =-Ia- L0

YXMo,=Y(xFy—yFy) =I;

Problemas directo e inverso

En forma general, tenemos 6 variable de carga Fy, Fy, F;, Moy, Moy, Mo. y 6 variables de movi-
miento ay, ay, az, dx, Ay, A.

En la rotacién con eje fijo la inica variable de movimiento es «, = a y las otras serdn variables de
vinculo, y la tinica ecuacion escalar para la rotacién con eje fijo es

ZMOZ =1z (10.8)

donde, considerando a la propiedad inercial I;, como conocida, surgen dos tipos de problemas
(andlogos a los de traslacion rectilinea en donde la masa es dato):
= Problema directo: Conocida la funcién 6(t), w(t), o a(t), se desea hallar el valor resultante de
los momentos de los pares exteriores }_ Mo, respecto al eje de rotacion.
= Problema inverso: Conocida la resultante de los momentos de los pares exteriores Y. Mo,
respecto al eje de rotacién como funcién del tiempo, se busca determinar las funciones 6(¢),
w(1),y a(t) cuando se proveen las condiciones iniciales o de contorno para la integracion.
En algunos problemas de disefio, la incégnita puede ser la propiedad inercial I.

Cabe mencionar que las integrales de propiedades inerciales se pueden obtener facil-
mente utilizando la descripcién geométrica en sistemas de disefio asistido por compu-
tador (CAD) teniendo el cuidado de ingresar bien las unidades dimensionales y de
densidad del material.

Radio de giro. Cambio de ejes

Podemos realizar un andlisis més profundo de las propiedades inerciales de un cuerpo referidas al
sistema de ejes adoptado
= Radio de giro o de inercia:
Es una propiedad global que indica rdpidamente la relacién entre la inercia y la masa

|1
I=i’m—i=y/—
m
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= Teorema de Steiner o de los ejes paralelos
Permite obtener el momento de inercia I de un cuerpo con respecto a un eje E — E, conociendo
la inercia I’ del cuerpo con respecto a un eje paralelo E' — E’, separado a una distancia d del
anterior

I=1I'+d’m

donde, m es la masa del cuerpo.

= Cuerpos delgados de material homogéneo
Un cuerpo que repite su forma geométrica plana (con un momento de inercia de area J) a
lo largo de una directriz de eje EE y de espesor t que forma con dicha drea un diferencial de
volumen dV con densidad constante p, tal que dm = pdV, define un momento de inercia del
cuerpo que se puede calcular como

IEE,masa = ]EE,area pt

Por ejemplo, conociendo el momento de inercia de drea J, de una seccién que trasladada en
una direccién normal a la misma permite definir un cuerpo de espesor ¢, se calcula como
Iy=Jcpt.

= Cuerpos compuestos (aditividad de la inercia)
Si un cuerpo se puede dividir en dos volliimenes Ay B, y se pueden determinar los momentos
de inercia con respecto a un mismo eje E — E, la inercia total de la union de las partes es la suma
de las inercia de cada una, es decir:

_JA B
IEE—IEE+IEE

Esto nos permite dividir un cuerpo en formas geométricas con célculo de momento de inercia
simple y luego sumarlos algebraicamente.

Productos de inerciq, elipsoide de inercia y ejes principales

La forma general de la ecuacién del movimiento con respecto a una terna de ejes ortogonales con
origen en el centro de masas tiene una expresion vectorial:

Y Mo, =Ia (10.9)

en donde la matriz I de tamaifio 3 x 3 se denomina Tensor de Inercia

Ixx _Ixy _Ixz
“Iyx Iy I (10.10)
—lzx _Izy Izz

I

Ademads, en analogia con el vector momentum lineal (mv), se define el vector momentum angular,
también llamado momento cinético, que en tres dimensiones se puede expresar como el producto del
tensor de inercia y el vector de velocidad angular.

H=Iw (10.11)

de modo que la segunda ley de Newton para la rotacién expresa que los momentos aplicados sobre un
cuerpo rigido son iguales a la tasa de cambio del momento cinético
d(Jw)

dt

Y Mo,=H = (10.12)
Si el tensor de inercia es constante en tiempo, se lo puede factorizar de la derivacién del miembro
derecho. Luego, utilizando la notacién w = ¢, la (10.12) se transforma en (10.9).

Se puede demostrar que el tensor de inercia tiene ciertas propiedades que se estudian en un
curso bésico del dlgebra lineal [ 1. Es tensor es simétrico y definido positivo. Sus autovalores
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I5.= = %mi,i

I g
I, = zma’

I=1I.= % m{3al + L.2)

I = pma®

7
S L
I, =1 = Zm(a®+ h%)

I.= —mia® + b2)

Figura 10.1: Momentos de inercia en ejes principales para cuerpos que son primitivas regula-
res.

son reales y sus autovectores permiten diagonalizarlo siempre mediante una transformacién de
similaridad. Sus autovectores son los ejes principales del cuerpo rigido y los elementos diagonales
son los momentos principales de inercia. En la Figura 10.1 se muestran momentos de inercia en
funcién de las dimensiones caracteristicas de algunos cuerpos geométricos regulares [Hib96] . Si cada
autovector v; satisface Iv; = I;v;, para i = 1,2,3, se puede formar a la matriz P de tamafio 3 x 3 como
P = [v1,v2,v3], en donde sus tres columnas consisten de los autovectores del tensor de inercia I.
Multiplicando a la matriz con autovectores por el tensor de inercia,

IP =[lvy, vy, I3v3] = PTP

el resultado coincide con la aplicacién del tensor a una matriz diagonal I” conteniendo en su diagonal
a los autovalores. Claramente, se puede despejar dicha matriz diagonal mediante la transformacién de
similaridad P~'I P que diagonaliza a I (usaremos {1,2,3} — {x, y, 2} )

P=pPlIp-=
» Lix Iy —Ix I. 0 0 (10.13)
=P '|-I,, I, I,|P=|0 I, 0
Ly —Ly I 0 0 I,

En muchos problemas de anélisis dindmico de cuerpos rigidos vinculados (maquinas y meca-
nismos) conviene utilizar la descripcion de la inercia de cada cuerpo rigido considerando una terna
local con origen ubicado en su centro de masas y alineada con las direcciones principales de inercia.
Debido a que el tensor de inercia permanece constante en dicha terna local, se eliminan términos y
complejidad para resolver la ecuacién del movimiento.

p) Note ademads que el tensor de inercia aplica linealmente sobre el vector de velocidad
angular, H = Tw, de modo que el momento cinético H sélo tendré la misma direcciéon
que el vector velocidad angular w cuando el vector velocidad angular coincida en
direccién con un autovector del tensor de inercia del cuerpo. Esto tltimo se requiere
para las maquinas rotando con eje fijo.

Si tenemos un eje OF pasando por un punto O de un cuerpo y con direccién definida por el versor
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é, como muestra la Figura 10.2, el momento de inercia del cuerpo con respecto a dicho eje sera la
integral de los productos de las masas diferenciales por las distancias al eje.

!
Y y f
)
elipsoide, \}{\,,f" . H\Tﬂ
N )
P /
[ N X cuerpo

& i el \\X
B

Figura 10.2: Momentos de inercia de un cuerpo arbitrario con respecto a un eje OE.

Si la masa diferencial tiene coordenada 7 y posee un dngulo interno 6 con &, luego, el momento
de inercia del cuerpo sera

Iog :fpzdm:f(rsene)zdm:f(lé xr))2dm (10.14)

Desarrollando el producto vectorial en coordenadas cartesianas, con € = (ey, ey, e;) y T =(x, %2,y
elevando al cuadrado se obtiene la expresiéon

Iog = ei/(yz+zz)dm+e?,/(xz+z2)dm+e§f(x2+y2)dm
(10.15)
—2exeyfxydm—Zexezfxzdm—Zeyezfyzdm

en donde se identifican los momentos de inercia de segundo orden y los productos de inercia

2 2 2
Iog = el + eylyy +eyl,;

(10.16)
—2exeylyy—2exez Iz —2eye 1y,
Si esta expresion es multiplicada miembro a miembro por
11 1
Tor  VIoe Vok
se obtiene la forma cuddrica normalizada denominada elipsoide de inercia. El escalar g = ﬁ es

multiplicado por el vector direccién € y su extremo define un punto Q de coordenadas x = exq,y = e,q,
y z = e, q sobre el elipsoide. La superficie se genera al adquirir é todas las direcciones posibles.

XLy + Y2 Iy + 2% 10 — 2xy Iy — 2x21y; — 2y2l,, = 1 (10.17)

Este elipsoide es una propiedad tnica e invariante que puede calcularse para cualquier cuerpo, incluso
carente de toda simetria, y s6lo depende del origen O elegido del cuerpo. El elipsoide tiene como
centro de simetria a O, tiene 3 ejes de simetria ortogonales llamados ejes principales definidos por la
interseccion de los planos principales. Ademads, se tienen las siguientes caracteristicas:
= Siun cuerpo tiene un eje o plano de simetria, este eje o plano es principal de inercia.
= Siun cuerpo tiene una plano de simetria, toda recta perpendicular al plano seré eje principal de
inercia en el punto de interseccion (si el punto es C serd central principal).
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= Siel centro O del elipsoide coincide con el centro de masas C del cuerpo, se lo llama elipsoide
central de inercia, sus ejes y planos de simetria son ejes y planos principales de inercia.
= Eligiendo un sistema Oxyz coincidente con los ejes principales del elipsoide, se satisface

lexx+y21yy+zzIzz =1

porque Iyy = Iy, =1, =0.

= Los didmetros de los elipsoides indican el valor relativo inverso de los momentos de inercia en
las diferentes direcciones. Si los didmetros son d; (x) < d»(y) < d3(z), el didmetro mayor indica
que I;; es minimo, el didmetro menor indica que I, es maximo. Note que cada didmetro en

direccién E — E tiene longitud 2q con g = \/1107.

p) Lainercia Iog en un eje determinado & también puede verse como la proyeccion sobre
dicho eje de la accién de la aplicacion lineal I - € del tensor inercia sobre dicho versor.
Es decir,
Iop=€-(I-é).

Si el versor tiene la direccién de la velocidad angular, es decir, w = wé, la proyeccién de
I -w sobre w es proporcional a la energia cinética rotacional

T= %w-(I-w).

10.3 Cargas exteriores en la rotacion con eje fijo

Las cargas exteriores en la rotacion con eje fijo pueden ser de diversa naturaleza:
= (Cargas exteriores a distancia (provocan fuerzas volumétricas)
1. Fuerza de gravedad, debida al campo gravitatorio (casi homogéneo).
2. Fuerzas electrostaticas o electromagnéticas, debidas a campos eléctricos y magnéticos
que no son homogéneos y producen fuerzas variables en magnitud y direccién.

= (Cargas por contacto: en mdquinas rotativas se busca que produzcan un par puro con resultante
de fuerza nula, se transmiten por ejemplo entre el acople del eje de una turbina con el eje de un
generador eléctrico.

10.3.1 Aplicaciéon a maquinas eléctricas

En las maquinas eléctricas como motores y generadores puede identificarse una nomenclatura en
comun para los pares de fuerza actuantes sobre un rotor.
M; Par inducido o interno: generado por las fuerzas electromagnéticas de atraccién y repulsién
que el inductor ejerce (a distancia) sobre el inducido.
My Par de rozamiento: debido a rozamientos mecénicos por friccion o viscosos por ventilacion.
M, Par exterior: proveniente de otra méquina o dispositivo, proveedor o receptor de energia.
M, Par acelerador: resultante de todos los pares My =) Mo, = I;;a.
Asumiendo una médquina perfectamente equilibrada y segtin muestra la Figura 10.3.1, la ecuacién
del movimiento para un generador es

Mg = M —M; = M — (M; + My) = I,
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mientras que para el motor es
My =M; - M; =M;— (Mg +My) =1z

En la rotacién con eje fijo, existen dos clases de reacciones de vinculo:

1. Reacciones estaticas: Debidas a fuerzas activas sobre el cuerpo, esté en movimiento o no.

2. Reacciones dindmicas: Debidas al movimiento y a fuerzas efectivas.
Los vinculos restringen movimientos en direcciones no deseados mediante reacciones que evitan
desplazamientos (de traslacién o de rotacién) en las direcciones restringidas. Las reacciones son 3
fuerzas ortogonales y 2 momentos en ejes ortogonales al del giro permitido.

Las reacciones estéticas en apoyos deben oponerse constantemente al peso propio W, conviene
calcularlas mediante métodos de la estética y separadas de las dindmicas.

Y Fe=Ay=B,=0
Y Fy=Ay+B,-W=0 (10.18)
Y F,=A,—P;=0

Y de las ecuaciones de momento se puede determinar que A, = B, = W/2y A, = P,. Existe P, cuando
el rotor estd inclinado o es vertical.

10.4 Efectos de las reacciones estaticas y dindmicas en la rotacion

En problemas de desequilibrio, analizaremos las consecuencias de que la distribucién de masas
no se corresponda con la utilizada al ser disefiado un elemento rotante. La solucién a este problema se
denomina balanceoy consiste en redistribuir masas (agregar o quitar) para un propésito y performance
dadas. Para rotacion con eje fijo, las consecuencias de desalineamiento del centro de masasy de los
ejes principales, son de notable importancia.

En la Figura 10.3, la distancia entre apoyos es Ly el punto de reduccién de momentos O coincide
con A. Por conveniencia, las reacciones dindmicas se calculan en un marco rotante fijo al cuerpo.

Figura 10.3: Reacciones dindmicas en ejes rotantes xyz, el marco fijoes XY Z.

Para obtener la expresion de las reacciones dindmicas como funcién de a, w y de los pardmetros
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inerciales se utiliza la ecuaciéon del movimiento

Y Fy,=Ax+ By :—Sya—chuzz—myca:—mxcw2
YF,=A,+B, =Sca-S,0w?=mxca-mycw*
YF,=A,-P, =0

(10.19)
Y Mox=-LB, =-Iga+I,0*
Y Moy=LB, =-Ia-I, 0
> Mo, = Mg =1z

Asumimos que el eje no estd perfectamente horizontal, y aparece en la tercer ecuacién una compo-
nente de reaccién con direccion z en A, dicha una carga axial que debe ser equilibrada por la reaccion,
es decir

Az=P,
Para despejar el valor de las reacciones, By se despeja de la 4ta ecuacion

I I
L L
By se despeja de la 5ta

Bx — _ka_ ﬁwz
L L

ésta se reemplaza en la primera para obtener

2

I I
sz(%—myc a+(%—mxc)w

En la segunda se reemplaza a By,

I I
Ay:—(%—mxc)a+(%—myc)w2

De este modo se han calculado las cinco condiciones de vinculo que se producen cuando hay mo-
vimiento y se suman a las cargas estaticas. Notese que en un proceso de arranque de una maquina
eléctrica, @ # 0y w # 0, existen componentes tangenciales y centripetas en las reacciones y en régi-
men a velocidad angular constante, « = 0 y w = cte, se preservan los términos dependientes de la
aceleracion centripeta, es decir

I
I
Yz 2
By=-7
* I (10.20)
A :(ﬁ—mxc)w2
L
I
Yz 2
Ay:(T—my )w

Entre los efectos de las reacciones estéticas, por ejemplo, las reacciones al peso propio del rotor, se
tiene:

1. Pérdidas de energia por friccién en soportes (cojinetes y rodamientos).

2. Producci6n de calor.

3. Desgaste en soportes.
Como las reacciones estdticas son previsibles desde el disefio, estos efectos se minimizan y controlan
con un plan de mantenimiento predictivo y preventivo de los elementos de mdquinas. Este plan de
mantenimiento y el monitoreo es critico en las reacciones dindmicas, por ejemplo, en turbinas de
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vapor se monitorean permanentemente a las vibraciones y la temperatura de elementos de apoyos,
tomando acciones correctivas cuando exceden de ciertos limites.

Entre los efectos de las reacciones dindmicas, se recargan los mismos efectos ya enumerados
para las reacciones estaticas agravados por el cardcter rotante de las mismas y que pueden producir
momentos en ejes ortogonales al rotor:

1. Pérdidas de energia por friccién, produccion de calor y desgaste en soportes, debido a fuerzas

que son proporcionales al cuadrado de la velocidad angular.

2. Ladeformabilidad de los soportes y el caracter rotante de las reacciones dindmicas hace que se
produzcan vibraciones transmitidas del cuerpo rotante a los apoyos.

3. Lasvibraciones producen ruidos que pueden afectar la salud de personas cercanas a la maquina.

4. Se pueden producir roturas por fatiga del material de los soportes.

5. Si el cuerpo rotante desbalanceado pertenece a una maquina herramienta, la vibracién afecta a
la calidad de la produccién.

6. Sila frecuencia de las vibraciones coincide con la frecuencia natural de partes de esa maquina,
debido a la resonancia se amplificardn las vibraciones y pueden tener un efecto destructivo,
aflojar elementos de unién, romperlos, poner en peligro a personas.

Cabe mencionar que en ciertas mdquinas como zarandeadoras, compactadoras de suelos y méa-
quinas vibratorias, el desequilibrio es deseado; debe ser controlado y se debe proteger adecuadamente
alos operarios de las mismas.

Desequilibrio en cuerpos que rotan con eje fijo

= Desequilibrio estatico: Ocurre cuando el centro de masas no estd ubicado sobre el eje de
rotacién, xc # 0 y/o yc # 0. El eje estd excéntrico y afortunadamente se puede identificar
sin poner a la maquina en movimiento, apoyandola simplemente sobre fulcros con minimo
rozamiento. El cuerpo gira sélo accionado por el peso propio que acttia sobre su centro de
masas excéntrico. Liberado el cuerpo desde cualquier posicién angular, el cuerpo gira hasta
la misma posicién. En dicha posicién se marca una linea para compensar y ubicar el centro
de masas coincidente con el eje. Se agregan masas en la linea marcada en posicién opuesta al
punto mas bajo. Una vez que el centro de masas coincide con el eje, para cualquier posicién
angular en que se libere el cuerpo, la fuerza peso no lo hard rotar y se quedara en reposo; se
dice que estd estdticamente equilibrado. Note que el procedimiento de correccién es estatico
pero las reacciones que se producen en funcionamiento son dindmicas.

= Desequilibrio dindmico: Ocurre cuando el eje central principal de inercia esta desviado con
respecto al eje de rotacion, Iy, #0y/o I, # 0. Esto no se puede detectar con el rotor en reposo.
El célculo de productos de inercia s6lo puede realizarse para conjuntos de masa puntuales o
cuerpos de forma muy simple. El desequilibrado dindmico produce fuerzas y ademas momentos
que cargan los apoyos. Su identificacién se realiza mediante acelerémetros y transductores de
desplazamiento que se colocan en cada apoyo en cada direccién de las componentes. Luego,
las sefiales se procesan para identificar las posiciones angulares en que deben colocarse pesos
para anular a los productos de inercia.

En el equilibrado de rotores primero se procede a realizar el equilibrado estatico, para lo cual se

requiere desmontar el rotor de sus apoyos, y luego proceder al equilibrado dindmico.

Equilibrado estdtico y dindmico
El propésito del equilibrado (balanceado o compensacidn) es eliminar las reacciones dindmicas

o reducirlas a un minimo admitido por una tolerancia especificada. Continuando con el ejemplo
anterior, el objetivo es anular simultdneamente

xc=yc=Iiz=1,;=0

Desde el disefio de la maquina rotante (rotor de méquina eléctrica, rotor de turbina de gas, etc) se
preveen planos perpendiculares al eje de rotacién (planos de equilibrado o de correccién) en que se
facilita el agregado y quitado de masas.

= Equilibrado en 1 plano: Util para el caso de desequilibro estético y cuando es posible disponer

de un plano de correccién que pase por el centro de masas, por ejemplo, en el plano medio de
un disco delgado o en un volante. Una vez identificada la posicién del centro de masas C, se lo



96

Capitulo 10. Cinética de la rotacién con eje fijo

gira 90 grados para deducir el valor de masa m’ a agregar en el lado opuesto al del centro de
masay la distancia —r’ al eje para que anule el momento estético de primer orden:

mrc+m'r'=0—m' (-r'Y=mrc

También es posible quitar una masa m' del lado del centro de masa, ubicada a una distancia r’
del mismo lado del centro de masa

mrc+m'r'=0— (-m)r'=mrc

El producto mr se considera como valor de desequilibrio y se mide en Kgm o en gmm. El
equilibrado estético también se puede realizar convenientemente en dos planos.

Equilibrado en 2 planos: Consiste en lograr que el principal de inercia del cuerpo coincida con
el eje de rotacidn. Si el cuerpo estd estaticamente equilibrado, se debe lograr que el eje principal
de inercia sea central. Asumiendo que el cuerpo estd estdticamente equilibrado, en cada apoyo
se relevan las magnitudes de las reacciones. Midiendo las comoponentes de las reacciones en
cada plano de compensacién, conocida la velocidad de régimen y la distancia entre apoyos o
planos, se pueden calcular las masas necesarias para anular dichas reacciones.

El equilibrado debe satisfacer tolerancias que indican el grado de precisién de la maquina rotativa.

Para proveer un ejemplo de los casos de equilibrio se puede utilizar un sistema de dos masas
puntuales, de modo que los momentos estaticos y productos de inercia se pueden calcular facilmente,
prescindiendo de las integrales, procediendo en forma discreta como

I, = inzimi =X121M1 + X222

Iyz =) yizim; = y121m1 + y222mo.

Las masas se disponen en el plano yOz donde x; = x» = xc = 0 e I, = 0. Las ecuaciones para las
reacciones (10.20) se reducen a

B,=0
B Zw2
L (10.21)
A, =0 :
I
yz
Ay = (T —my )wz

En la Figura 10.4 se muestran 4 combinaciones posibles de estados de equilibrio

1.

2.

Estdticamente equilibrado y dindmicamente equilibrado: Los productos de inercia y las reaccio-
nes se anulan.

Estdticamente desequilibrado y dindmicamente equilibrado: Los productos de inercia no se
anulan y afectan a las reacciones. Como el procedimiento es compensar primero el momento
estatico de primer orden haciendo coincidir el centro de masas con el eje de rotacidn, los
productos de inercia se anularian y no se requiere equilibrado dindmico.

. Estdticamente equilibrado y dindmicamente desequilibrado: El centro de masas pasa por el eje

de rotacién pero el eje de rotacién no coincide con un eje principal de inercia. Se requerira de
equilibrado dindmico solamente.

Estdticamente desequilibrado y dindmicamente desequilibrado El centro de masas pasa por el
eje de rotacién y el eje de rotacién no coincide con un eje principal de inercia. Se requiere de
ambos equilibrados.
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No. Disposicion Calculo Comportamiento
i y=h/2 z=L/2 Estéaticamente equilibrado
f w=-h2 2=L/2 Dinamicamente equilibrado
h/2 =0 ze=L/2 .
Ay=0 Y C
i T8 | _hLm him_ L, =0
™2 | ="35% 222 A, =0
: A, =B,=0 B, =0 (El eje de rotacion es eje
Li2 principal central de inercia)
y=h/4 z=L/2
By Ay 1=-3h/4 Z=L/2 Estaticamente desequilibrado
z' 9 Y [rya | yc=—hid ze=L12 Dfném.icamenl:e equilibrado
“hia 0 L LR S [
2) ' c awe| T 422 "422° 8 8
A= (—%hm + gm)oo2 = %hmw A, = %hmuu2
L2 2 2 (El gje de rotacidn es eje
- - B, = 1hmc>2 ~A B = lhmw2 principal no central de inercia)
8 i Y 8
y=h/2 z=L/4 Estaticamente equilibrado
y»=—h/2 z=3L/4 Dinamicamente desequilibrado
y(::O ZC:U2
= him_h Lm_ 1.,
242 2 42 8
. _— 2
i :(—ghm+0)w =—-——hmw
ol 7 1 2 (El eje de rotacion es eje
o= 3 i B; = 8 hmw™ | ontral no principal de inercia)
y=h/4 z=L/4 Estaticamente desequilibrado
By 1 Ty . Y>=—3h/4 z=3L/4 Dinamicamente desequilibrado
z A,=0 hi4 yc=_hl'4 ZC=U2
i
W L i I,
4) 442 4 42 4
A, =0
A, :(—lhmi-ﬂm)wz =0 &
4 4 g il
By = 1hmw2 Y4 (El eje de rotacién es gje no
centra_f ¥ ho princiga,' de inercia!

Figura 10.4: Ejemplos de estados de equilibrio para un sistema simple de dos masas puntuales,
célculo del producto de inercia y de las dos componentes de las reacciones.
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En capitulos anteriores hemos visto que se pueden obtener varias leyes desde la 2da Ley de Newton
despejando dicha ecuacioén diferencial de diversas formas, conduciendo a la expresion de la Ley de
impulso y cantidad de movimiento y la Ley de trabajo y energia. Idénticamente se procede con las
ecuaciones para la rotacién. Por simplicidad, nos restringiremos a la rotacién con eje fijo.

11.1 Ley de impulso y cantidad de movimiento para un cuerpo rigido

Para deducir la Ley de impulso y de la cantidad de movimiento en la rotacién simplemente se
toman momentos de las fuerzas y momentos de los vectores diferenciales de impulso vdm, ambos
con respecto al mismo punto de reduccién O:

» F}. es una fuerza exterior, activa o reactiva;

= 7} essu vector posicién con referencia en 0,

= k=1...N con N namero total de fuerzas externas sobre el cuerpo %

k p2
lineaI:Zf det=/ vdm —f vdm| =AL
1 B 2 B 1
J12 L2 L]
k p2
angular:Zf (rr x Fy)dt = —/ (ri xv)dm| =AH°
- 1 - N L% 11
Y Hj H}

p Elimpulso de la resultante de las fuerzas externas, y los impulsos de los momentos de
esas fuerzas, son iguales a los cambios de las cantidades de movimiento lineal y angular,
respectivamente.

Para la ecuacién de impulso angular y momento cinético para la rotacién con eje fijo se considera
que la velocidad angular es w = wk:

= Se considera el eje Oz y la rotaciéon como tinico movimiento posible;

= TL=xi+Y]es su vector posicion con referencia en 0,

B VS WXT = vxz + vy] =(- wy)z + (wx)g es la velocidad
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k 2
3 fl (MD)dt =

k2
Zf (xFy—ny)kdtzf (x vy —y vy)dm —f (x vy —y vy)dm
1 B~~~ ~~ B~~~ ~~

wx —wy 2 wx —wy 1

=a)f (x2+y2)dm —w[ (x2+y2)dm
B j %

-~ ~~

I, 2 I, 1
= L 0ly — L0l = A(l;w) = AH?

Donde H? = I,w es el momento cinético o cantidad de movimiento angular; tiene el signo de la
velocidad angular.
La equivalente a una segunda Ley de Newton para la rotacion 3D:

La suma de los momentos de las fuerzas externas es igual a la tasa de cambio del
momento cinético

d(H?Y)

Y (M) =H= H=Jw
k

en ejes principales de inercia, I es diagonal y constante.
Para eje fijo, separando variables e integrando

d(H?
M;’:% - Mdt=I,,do

2 2
fl Mzodt:fl I.dw = L 0l,— I,;wl, = AH?
también se obtiene la Ley del Impulso y cantidad de movimiento angular.

Unidades y cdiculo del impulso angular
= Launidad del impulso angular es ([M][L][T] “2.[LDIT] = (N-m)s.

» Launidad del momento cinético es [M][L]*[T]"' = @.
Célculo del impulso:

= Momento constante: Yjy = fMdt =M(tp— 1) =MAt=1w, — Iw;
= Momento variable: Y1, = [ M()dt = MpAt = [w; — [w;

Ley de trabajo y energia cinética en la rotacion

» F}. es una fuerza exterior activa;
= 7} es su vector posiciéon con referencia en 0,
» al desplazarse dry, las fuerzas producen trabajo

k p2 1 1
lineal:Zf derk:f Evzdm —f Evzdm
1 o J» 2 Ja

U2 T tras T tras

— A Ttras

L

Energia cinética de rotacién

1 1 1 1
rot _ -2 — - 2 I 2 2_ 2
T —fggzv dm fggz(wp) dm 2([@p dm)w lezw
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| At | ;(s>)

Para eje fijo, 1 GDLy w = cte, el trabajo de fuerzas exteriores, conservativas y no conservativas, es igual
al cambio de energia cinética de rotacién AT™":

0, k 1 1
lar: M) d0 = —I,0*| - ~L,0*| =AT™
angular ‘[91 Z( 2k > zzW , 2 zzW .
wdt
—_— Tyt Tyt

U,
La energia cinética del cuerpo es aditiva Tgg = T"3 + T,
Calculo del trabajo:

= Momento constante: Uy = [ Mdf = M(6, —01) = MAO
= Momento variable: Uy, = [ M(6)d6 ~ M, A8

A M (Nm)

P M

Y
08 | 6(ad

11.3 Potencia en la rotacion

La potencia mide la rapidez con que el par M convierte trabajo en energia cinética (andlogo a
Piras = F V)

11.4 Conservacion de la energia, eficiencia y disipacion

Conservacion de la energia mecénica en la rotacion con eje fijo
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= Energia potencial gravitatoria: Vg = [ ydW = ycW con yc la altura del centro de gravedad del
cuerpo respecto al eje. Si yc =0, luego Vg = 0.
= Energia potencial elastica: Involucra una rigidez torsional ky y se expresa como V, = %k@ (AG)?.
= Energiapotencial total: V =V, + V, y Ujp = —(V, - V1) = -AV.
= Energia mecénica: El trabajo de fuerzas conservativas y no conservativas es igual al cambio de
energia cinética Uyjp = T, — T1 = AT.
Si s6lo existen fuerzas conservativas,

U12=T2—T1=—(V2—V1) — T1+V1=T2+V2=E1=E2=cte
—— N—\—

E E

la energia mecdnica total se conserva.

Eficiencia y frenos dinamométricos
En larealidad siempre existen fuerzas no conservativas y la eficiencia es menor que 1:

Th+Vi>Th+V,
—— =

Egntrada Esalida

_Es Us Ps

= = = 0<n<l1
1 Er Ug Pg L

Con frenos dinamométricos se pueden obtener curvas de motores del tipo eléctrico. Con estos frenos
se puede medir la potencia de salida (mecdnica) y la de entrada (eléctrica).

Ps Mo Flw

“Pp W \3UIcosg

En el laboratorio de la UTN FRC realizaran el experimento de medir el par motor, potencia y
rendimiento de un motor asincrénico utilizando el freno de corrientes parésitas de Foucault mostrado
en la Figura 11.1.

Figura 11.1: Freno de corrientes pardsitas de Foucault.
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Las ocilaciones mecénicas tienen un rol importante tanto en la generacién de energia como en la
transmisién. Las médquinas de ejes rotantes producen vibraciones que se transmiten a sus soportes y
que deben controlarse mediante un cuidadoso programa de mantenimiento predictivo como el que
se aplica en las turbinas de gas y vapor de los grupos turbo generadores. Las vibraciones disipan la
energia cinética de masas mdéviles o desbalanceadas en otras formas de energia como ruido y calor
por lo que deben controlarse por medios pasivos o activos. Las lineas de transmisién pueden sufrir
diversos dafos incluso su destruccién debido a vibraciones. En este caso, son las cargas externas
variables las causantes de las vibraciones.

Figura 12.1: El puente de Tacoma se destruy6 por vibraciones autoexitadas inducidas por
fuertes vientos.

El evento de destruccién del puente de Tacoma Narrows en USA (ver Figura 12.1) dio lugar a
profundos estudios sobre los efectos del viento alrededor de diversas geometrias, entre ellas, cables.
Von Karman determiné que los vortices del viento desprendidos en la estela detras de los clables
inducian fuerzas alternativas en los mismos, siendo uno de los avances mds importantes en el estudio
de las vibraciones inducidas por vortices. Se pueden ver mds videos en:
http://es.wikipedia.org/wiki/Puente_de_Tacoma_Narrows
https://www.youtube.com/watch?v=1XyG68_caV4 (1940 completo)
https://youtu.be/-ZB3VIghxyg (2002-2007 | Reconstruido mds nuevo puente en paralelo)

En investigaciones recientes, los enfoques modernos tienden a cosechar las vibraciones para
generar energia y evitar su disipacion, o bien, producirlas mediante interaccién viento-estructura
para generar energia. La cosecha de energia de las mareas también corresponden a movimientos
oscilatorios. Por otro lado, en la generacién edlica off-shore mediantes plataformas flotantes ancladas
se pretende disminuir los efectos de las olas sobre las plataformas.

El alcance de este estudio sobre oscilaciones mecénicas abarca:

1. Representaciones
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2. Vibraciones libres, amortiguadas y forzadas
3. Resonancia, transmisibildad y control de vibraciones
4. Vibraciones autoexitadas en tendidos eléctricos

12.1 Representacion de vibraciones

Para modelar matematicamente a las oscilaciones, se emplean representaciones trigonométricas,
vectoriales y complejas en el dominio del tiempo. (También existen reresentaciones en el dominio
de la frecuencia que permite manipular y analizar a las ecuaciones diferenciales como expresiones
polinémicas.)

Una oscilacién mecédnica es el movimiento alternativo de un cuerpo que se acercay se aleja de
una posicion fija de referencia o de equilibrio estable.

Una vibracién mecénica es un tipo de oscilacién de un cuerpo en el que intervienen componentes
elasticos o la elasticidad misma del cuerpo (p.ej. membrana de un tambor o instrumento musical) o
un campo externo (gravedad) como fuerzas recuperadoras.

c)

a)

Figura 12.2: Ejemplos de cuerpos oscilando alrededor de un punto de equilibrio y fuerzas
recuperadoras

Podemos citar otros tipos de equilibrios que no son estables como las que se muestran en la
Figura 12.3

» Equilibrio indiferente: una perturbacién de su posicién lo mantiene en igual estado de energia.

» Equilibrio inestable: una perturbacién de su posicién hace que su energia se reduzca irreversi-

blemente.
a) b)
N N
l' .~\
i ] —
‘N ”
w Y w Y

Figura 12.3: Ejemplos de equilibrio indiferente e inestable

No debe confundirse con

= Equilibrio inestable controlado: El 4ngulo de desequilibrio es la variable de conduccién del
avance del transportador personal de dos ruedas como los del tipo Segway (vertical o de silla
de ruedas; ver Figura 12.4) o de las patinetas autobalanceadas de dos ruedas. La causa de su
furor repentino y luego su desaliento en las ventas es que la fuerza de autobalanceo se reduce
conforme se consume la energia de las bateria y la persona puede caerse si no atiende la llegada
a su limite; esto se ha solucionado con alarmas mds seguras y con ruedas de descanso que se
utilizan también en muchas sillas de ruedas de este tipo incluso para subir escaleras.
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Figura 12.4: El desequilibrio puede ser una variable que se controla en forma activa

Oscilaciones arménicas

La oscilacién en una dimensién se puede representar por la proyeccién de un movimiento circular,
denominado oscilacién arménica.

2
x(t) =rsen(0) = rsen(wt) = rsen(7 t) =rsen(2n ft)

1 I I I I I I
) 2 4 6 8 10 12

Figura 12.5: La oscilacién unidimensional puede obtenerse por la proyeccién del extremo de
un vector rotativo. En el caso de representarse en el plano complejo se lo denomina fasor.

Como se muestra en la Figura 12.5, el giro a velocidad constante del vector define simultdneamente
tres pardmetros caracteristicos:

= El periodo es el tiempo T(s) en que la particula A gira un dngulo de 27.

= Elvector r, de amplitud r gira con frecuencia angular w.

= Lafuncién periédica x(¢) = x(¢ + nT) se repite paran=1,2,3,...

con frecuencia f = + (Hz).

Dos oscilaciones de igual periodo (o igual frecuencia angular, o igual frecuencia),
xa(t) = Asen(wt) y xp(t) = Bcos(wt),
se pueden componer en una Unica oscilacién compuesta:

xc(t) = Asen(wt) + Becos(wt) = Csin(wt + ¢)

donde C = VA2 + B2 es el médulo y ¢ = atan (£) es la fase.

Noétese en la Figura 12.6 que al rotar los vectores a igual frecuencia angular su posicion relativa se
mantiene constante, entonces su magnitud puede obtenerse como la magnitud de su suma vectorial
y el dangulo de ¢ es el angulo que adelanta el vector azul al rojo, es decir, se mide con el vector con
funcién seno (mads atrasado) como referencia.
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N0 b

Xp(H)=A sin(wt)

05+ Xg(t)=B cos(wt)

4 / x(t)=C sin(wt+¢ )
/

-0.51

Figura 12.6: Composicién de 2 oscilaciones

Sean w, Ay B coeficientes independientes del tiempo de dos funciones trigonométricas que
definen la posicién como

x(t) = Asen(wt) + Bcos(wt)
B
= xXpsin(wt+¢)  xp=VA2+B2 ¢=atan(z)
Las derivadas de ambas oscilaciones en cada término equivalen a obtener la derivada de la oscilacién

compuesta; para algunos problemas conviene utilizar esta tltima

o(1) = dx(®)

=X = Awcos(wt) — Bwsen(wt) = xw cos(wit + ¢)
——
Um

lo mismo se considera al derivar la velocidad para obtener la aceleracion

_dv(®)

alt) dr

= i = —Aw’sen(wt) — Bw’cos(wt) = —x0? sen(wt + d)
——

am

Esto se utiliza en la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias que veremos més adelante,
donde conviene proponer un funcién trigonométrica solucién como la suma de una funcién seno
y otra coseno con sus amplitudes como incégnitas (en vez usar su médulo y fase). Luego, con las
condiciones que cumple la posicién y su primera derivada al tiempo inicial, se tienen dos ecuaciones
para determinar sus amplitudes

Condiciones iniciales: Para ¢ = 0 se obtienen Ay B,

x(0)=B=xy — |B=xp

0= A=y —

Finalmente, se define a su vector rotativo como su composiciéon en términos de las condiciones
iniciales

v
x(t) = —Osen(w 1) + xpcos(wt)
w

- ; — 24 42 - Xo
= xmSin(wt + ¢) Xm =1/ (Lol W)* + X ¢ = atan
v/ w

Péndulo simple (solucién aproximada).

El péndulo simple presenta un equilibrio de carécter estable, la fuerza recuperadora es la com-
ponente del peso tangencial a la trayectoria; ver Figura 12.7. Por sus caracteristicas se lo ha utilizado
como reloj estdndar por casi 270 afios. Su funcionamiento es muy simple:
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1. Se aparta al péndulo de su posicién de equilibrio en 8 y se lo libera (acttia Wsenfy; maxima
energia potencial y energia cinética nula).

2. Al pasar por la posicién de equilibrio, la componente tangencial del peso es nula pero su
velocidad es méxima (maxima energia cinética y energia potencial nula).

3. Si se desprecian rozamientos, el péndulo llega a la posicién -6, (y v = 0), luego retorna debido
ala componente tangencial del peso; actiia Wsen(—0y).

Figura 12.7: Péndulo simple con las fuerzas de tensién de la cuerda, fuerza peso y su compo-
nente de fuerza recuperadora

Para ciertas condiciones iniciales y geometria del péndulo, se requiere conocer el periodo y, por lo
tanto, la frecuencia de la oscilacién. Para el péndulo simple, veremos que su periodo s6lo depende de
su longitud.

Ecuacion diferencial del péndulo simple

En la Figura 12.8 se muestra el diagrama de cuerpo libre (D.C.L.) en su posicién de partida (que
idealmente repite en cada periodo). Consideremos en este D.C.L. del péndulo una direccién tangencial

D.C.L.

WsenB
N

Figura 12.8: Diagrama de cuerpo libre del péndulo

al movimiento y una direccién normal que se alinea con la cuerda. Planteando primero la 2da ley de
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Newton en coordenas naturales en la direccién normal se obtiene

v? . do
ZF =ma, =m— utilizando: v=rw=L—
L dt

2
S—Wecosl = mL(ﬁ)
dt

entonces la reaccién de la cuerda serd del tipo dindmica, cambiando segiin

2
S=Wcosb + mL(%)
dt

Planteando luego la 2da ley de Newton en coordenas naturales en la direccién tangencial se obtiene

Y Fy=ma,
—Wsenf = mg utilizando: v= L%
dt de
—Wsenf = deZ—H
dr?
— /ngsend :deZ_Q
dr?

Esta tltima se puede expresar en forma homogénea como

L@+ send=0 = (12_9+ g senf =0 (12.1)
az "8 a drz L - ‘
~——
p2

donde se ha incluido el pardmetro

§
P=VL
que tiene el significado de la frecuencia angular del péndulo.

La ecuacién diferencial (12.1) no es lineal debido al término con senf y debe resolverse mediante
integrales elipticas. Veremos una solucién aproximada que produce errores pequefios para peque-
fas oscilaciones, cuando 0 es pequefio. Considerando senf = 0 (tanf = 0 y cosf = 1) la solucién
aproximada de (12.1) se obtiene de la ecuacién diferencial modificada como

e e
ﬁ+p SEI;QZO = ﬁer 6=0

. .2 2 . . 2z
es decir, la aceleracion angular % es debida a una fuerza restauradora de direccién opuesta y propor-

cional al desplazamiento angular —cte0.

La ecuacién diferencial (aproximada) corresponde al problema

Hallar x(¢) :

d®x dx (12.2)
—+a;—+axx=F(t) s.a C.L

dr? dt
es lineal de segundo orden, es homogénea (F(¢) = 0), a coeficientes constantes (a, = p2 = cte) e
incompleta (a; = 0).

La solucién de la ecuacion diferencial homogénea (12.2) se obtiene con métodos de célculo, propo-
niendo una solucién general que serd suma de funciones periédicas de frecuencia p con coeficientes a
determinar con las C.1I.

1. Soluciones particulares: 0; = sen(p?) y 0» = cos(pt)
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2. Forma de la solucién general de la homogénea: Combinacién lineal de las particulares,
6(t) = AB, + BO, = Asen(pt) + Bcos(pt) (12.3)

3. Condiciones iniciales: Evaluadas en la forma general para ¢ = 0, con 6y y 6y = wg = v/ L para
determinar Ay B.

. 6(0)=A.O+B-1=60—>
6o

= 00)=pA-1-pB-0=0y—| A= >
4. Solucién general de la homogénea: Reemplazando Ay B en (12.3)

0(t) = %Osen(pt) + 0y cos(pt)

Que se puede componer en una tnica funcién arménica de frecuencia p

6
Q(t)zgosen(pt)+6()cos(pt) con p= g

L

=0Opsen(pt+¢); 0, =1/ 0o/ p)?+600)%; (pzatan(f)ogﬁ)
0

Los pardametros del péndulo son:

= Frecuencia angular natural o propia:| p =/ % =wy

= Periodo natural: pT =27 . |T=—=2m/—

2n 2m
La solucién exacta se calcula con integrales elipticas, la aproximada tiene un 0,2 % de error en T si el
dngulo méaximo es de 10°. El reloj construido como un péndulo simple no aseguraba el isocronismo
por lo que fue dotado de innumerables mejoras mediante mecanismos, reguladores, compensadores
por variaciéon de temperaturas, etc. Perdi6 auge con la llegada del reloj de cuarzo en 1930.

1 1
= Frecuencia ciclica natural: | f = i £ 1/ %

Vibraciones torsionales

Otra aplicacion del péndulo simple y su solucién apréximada es la de medir la inercia rotacional
de cuerpos, dando lugar al péndulo torsional que también se utiliz6 como reloj. La oscilacién torsional
tiene una ecuacién diferencial andloga a la del péndulo con pequenas oscilaciones. Aplicando la 2da
Ley de Newton para la rotacién se obtiene

EM—I a=I,0=1 d°6

— 1zz — 1zz - sztz
d’e
—KTﬁzlzzﬁ

que llevada a su forma homogénea queda idéntica a la del péndulo simple a diferencia de su frecuencia

La solucién se obtiene con procedimiento ya visto para el péndulo simple.
La frecuencia natural p = w, depende de:
= Momento de inercia del cuerpo rotante: I, .
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L, \ y
/ Bo

Figura 12.9: Péndulo torsional compuesto de un disco y una varilla biempotrada

= Rigidez elastica de torsién: Kt
Para el ejemplo de una barra de torsién biempotrada, la deflexién angular es 6 = é”—]ﬁ donde la rigidez

es Ky = GL]Z ,donde G es el médulo de elasticidad transversal del material y J, es el momento de inercia

. e e 4 .
polar de la barra. Si la barra es cilindrica, éste se calcula como J, = ”312. Entonces, el periodo se calcula

como
2 I 32L1
T,= —on |22 —op d (12.4)
p Kr Gnd*

Como elemento de medicién de momentos de inercia, se deben conocer los pardmetros de rigidez
de la barra de torsién K7. El cuerpo a medir se lo adosa firmemente al disco y se lo hace oscilar
midiendo el periodo de oscilacién T. Con ello se obtiene p yluego se calcula ficilmente el momento
de inercia del conjunto I, = K7/ p?. El momento de inercia del cuerpo a medir se obtiene restando al
valor obtenido el momento de inercia del disco. Esto sirve para validar experimentalmente a momentos
de inercia calculados en sistemas de disefio asistidos por computadora (CAD).

Vibracion libre de traslacion de un cuerpo con vinculo eldstico

Las vibraciones de traslacién de cuerpos con vinculos elésticos se clasifican en los siguientes
casos:
= Vibracién libre: El movimiento se debe tinicamente a fuerzas de recuperacion.
= Vibracién forzada: Cuando al sistema se aplica una fuerza periédica.
= Vibracién no amortiguada: Cuando se pueden despreciar los efectos de rozamiento.
= Vibracién amortiguada: En cierto grado, todas las vibraciones son amortiguadas y existe algiin
efecto de rozamiento antagonista al movimiento.

Vibracién libre

Las vibraciones libres se deben a fuerzas recuperadoras y se orginan porque se perturba a un
cuerpo respecto de su posicién de equilibrio. El pardmetro importante a hallar es la frecuencia de la
vibracién libre. Inicialmente, el cuerpo se encuentra en equilibrio estético. La perturbacién a aplicar a
tiempo inicial £ =0 es:

1. un desplazamiento inicial x(0) = xy,

2. una velocidad inicial v(0) = vy,

3. 6 ambos x(0) = xg A v(0) = vp.
Se debe analizar si la fuerza gravitatoria compensa a la fuerza eléstica

En el caso de la Figura 12.10(a), el cuerpo se encuentra en equilibrio estatico (x = 0) cuando la
fuerza peso equilibre la fuerza restauradora del resorte para la deflexion estatica d,:

—kd.+mg=0
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b)

k5e

mg

mgy

Figura 12.10: Oscilacion libre con influencia de la gravedad (a) y sin influencia de la gravedad
(b)

A partir de ese equilibrio inicial se estudiara el movimiento luego de aplicar las C.I.s como se muestra
en la Figura 12.11

(+x ) —k(0e+x)+mg=mi
en donde —kd, se cancela con mgy el movimiento no dependera de la gravedad

mi+kx=0

mgy
Figura 12.11: Oscilaciones de traslacion vertical

que se lleva a la forma

Ex oo e =]k (12.5)
ae TP PEOn=\, '

donde la frecuencia natural depende de la masa m y la rigidez del resorte k. En términos de las
condiciones iniciales, la solucién (con procedimiento idéntico que para el péndulo simple) se expresa
como

x(t) = Asen(pt) +Bcos(pt)|cj. = %sen(pt) + xpcos(pt) = xpsen(pt + ¢P);

Xm =1/ (Go/p)?+ (x0)%; ¢ =atan (xo xﬂ)
0
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Entonces la masa m y la rigidez del resorte k determinan el comportamiento oscilatorio mediante
los pardmetros

= Frecuencia angular natural o propia:

» Periodo natural: pT =2n

\/?
\/E

m

= Frecuencia ciclica natural: | f = 2 =V
T 2m

y con ellos la cinemadtica se puede determlnar como

x(t) = xpmsen(pt + )
v(t) =xpmpcos(pt+ ) =vycos(pt+P)
——

Um
a(t) =— xmp2 sen(pt+¢) =—apysen(pt+¢)

——

am
La Figura 12.12 muestra las influencias de las condiciones iniciales para una vibracién libre con
frecuencia angular fija, es decir, con m =1y k = 100 fijos, resultando en p = v/100.

= Cuando se impone un desplazamiento inicial inicamente, xy = 0,01, la solucién sigue clara-
mente una ley coseno con valor inicial 0,01 y tangente horizontal

x(2) = xpcos(pt) =0,01cos(v100¢)

= Cuando se impone una velocidad inicial inicamente, vy = 0,1, la solucién sigue claramente una
ley seno con valor inicial 0 y tangente 0,1, de modo que la solucién es

X0 0,1
t)==— )= — Vv100¢
x(t) » sen(pt) \/msen( )

= Cuando se impone ambas condiciones iniciales, la solucién parte a tiempo inicial de 0,01 con
tangente 0,1, la composicion resultante es la ley

0,1
x(t) = sen(v'100¢) + 0,01 cos(v100¢)
v 100

Rigidez equivalente

Los sistemas de cuerpos rigidos vinculados por resortes se pueden reducir del mismo modo que
se opera con con circuitos eléctricos. Bdsicamente se debe reconocer la configuracion de la conexion,
si es paralelo o serie. Hallar la rigidez equivalente consiste en hallar una rigidez tinica k de un resorte

equivalente para luego calcular su cinemdtica y dindmica.
Como muestra la Figura 12.13, los resortes en paralelo estan solicitados a la misma deformacion

0.
La fuerza F requerida para producir § es contrarrestada por las fuerzas individuales de los resortes:

F=F+F= k16+k26= (k1+k2)5
Larigidez equivalente es
F
k=—=k+k
5tk

o bien, para n resortes en paralelo es

n
= Z k;
i=1
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Vibracion libre: m=1 kg , k=100 N/m

I\
— x0=0.01 y v0=0
x,=0yv =0.1
0.01 0_ Yo _
— xo—0.01 y v0—0.1
0.005 \
E 0
x
-0.005
-0.011
0 0.5 1.5 2

1
t(s)

Figura 12.12: Influencia de las condiciones iniciales para frecuencia angular fija.

k1d ko

Figura 12.13: Resortes en paralelo y diagrama de cuerpo libre

Como muestra la Figura 12.14, los resortes en serie estdn sometidos a la misma carga estatica F.
La deformacién 4 es la suma de las deformaciones individuales:

F F 1 1 1
§=614+6s=—t—=|—+—|F=2-F
1R TR (k1+k2) k

& 1 ky [1+6
k l
2> SC R S S
\_f’_/l_--:gg—£ i
F
Y

Figura 12.14: Resortes en serie en dos configuraciones
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La rigidez equivalente es

F F kiko
kzgz 1,1 :k +k
(k_1+k_z)F e

o bien, para n resortes en serie es

LS o
k Sk

i=

Es decir, el reciproco de la rigidez equivalente, es igual a la suma de los reciproco de las rigideces de
los resortes en serie.

Enla seccidn de analogia eléctrica veremos que desplazamiento y velocidad son anélogas en las
ecuaciones diferenciales de gobierno, a la carga y la corriente eléctrica respectivamente. Con ello,
los elementos consitutivos como las rigideces de los resortes serian andlogos a los reciprocos de las
capacitancias de los capacitores.
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En los sistemas oscilantes reales siempre existe alguna disipacién. Eliminar la disipacién en el reloj
de péndulo fue un gran desafio tendiente a lograr un reloj ideal. En muchos casos se puede lograr una
minimizacién de las disipaciones. En otros casos, se debe lograr una disipacién de energia especificada
para amortiguar una vibracién. Repasaremos los fundamentos de las vibraciones libres amortiguadas,
es decir aquellas en que no hay fuerzas externas; las analizamos sometidas a condiciones iniciales que
s6lo participan al tiempo inicial. Luego, analizaremos el caso de vibracién forzada y con desplazamien-
to en la base. Analizaremos los conceptos de factor de amplificacion, factor de transmisibilidad, fase y
resonancia. También cémo distinguir las fases de trabajo para el control del vibraciones. Finalmente,
veremos un caso de vibraciones autoexitadas en tendidos eléctricos y su mitigacién con absobedores
dindmicos.

Vibracién libre con amortiguacion viscosa

Todo sistema mecdnico posee un grado de friccién que disipa energia. Las fuerzas no conservati-
vas o disipadoras de origen mecénico producen un amortiguamiento debido a:

= Friccidén entre sélidos.

= Rozamiento entre sé6lidos y fluidos (liquidos 6 gases).

Para simplificar el estudio consideramos una masa en traslacién sometida a dos tipos de fuerzas:
P, =-bx fuerza de amortiguamiento proporcional y opuesta a la velocidad
P, =—kx fuerza eléstica proporcional y opuesta al desplazamiento.

Planteando la 2da Ley de Newton obtenemos la ecuacién diferencial del movimiento para el
diagrama de cuerpo libre en la posicién de equilibrio entre el peso W y fuerza de resorte —kd,
producida por la deflexién estética 6 .. En movimiento (luego de aplicar C.1.s)

(+x]) Y. F=Ps+P,+W=ma
—k(x+6.)—bi+mg=mi (kbé.=mg)
mi+bx+kx=0
y dividiendo por m se obtiene

. b .k
X+ — x+ — x=0
m m
~—~— ~—~—~—
P>

2n
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k » b
i JS W N , k(G tx) bv
St [ F_
x
3 [ 3
lx,v,a
mg

Figura 13.1: Fuerzas elasticas y de amortiguamiento sobre un cuerpo rigido en traslaciéon

En comparacién con las vibraciones libres, la definicién de la frecuencia angular es la misma, pero
aqui aparece el término de la velocidad multiplicado por la constante 2n, donde se defini6 n = %,
obteniéndose

@+2ng+ 2x=0 =W, = £ 2n—£
dr? ar TPAET PEen=\, T m

El coeficiente de amortiguacién viscosa n que tiene unidades de 1/s también se lo relaciona con

p a través del factor (adimensional) { de amortiguamiento viscoso como n = % =({p, o bien
b n
c: —_—
2mp p

La ecuacion diferencial obtenida es ordinaria (E.D.O.), de segundo orden, lineal, con coeficientes
constantes, completa y homogénea

P+2nx+p®x=0 =wy, = k Zn—b
px= p=wnp= m -

Solucién: Se asume una solucién de la forma x(z) = Ce??, que derivada resulta en x = CreM y
i=CA%eM, y sustituida en la E.D. permite hallar la ecuacién caracteristica (E.C.)

i+2ni+pix=CA%eM +2nCreM + p?Cer =0 (divido CeM)

A 42nA+p?=0

conraices A = —n++/n? - p?

Las raices

M=-n+\/n2—p? Ay=-n—\/n?-p?

dan lugar a dos soluciones particulares

At Aot

X1=e Xp=e

Por el Principio de Superposicion de los sistemas lineales la solucién general es combinacién lineal
de las soluciones individuales correspondientes a cada raiz de la E.C., donde las constantes Ay B se
determinan aplicando las C.I., por ejemplo:

At Aot

X = Ae +Be
= AeHVIPAIE . gl =pht
— AV Dont | g (~{-VP-Dont (usando ()

En la solucion de la ecuacion diferencial se puede usar tanto n'y p o bien, s6lo a¢.
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Categorias de movimiento amortiguado

Con los pardmetros m, k'y b, el discriminante \/n? — p? de A puede ser cero, positivo o negativo,
dando lugar a raices (I) reales iguales y negativas, (II) reales distintas y negativas, o (III) complejas.

El coeficiente de resistencia critico b, = f(m, k) es el que correspondean=pobiena{=1yse
calcula en funcién de larigidez k y la masa m como

ne= Zb_riz :p—rb,;:2mp:2m\/§:2\/%
Entonces, dados m, k, b el sistema puede tener b > b;, b= b, 0 b < b,.
Caso I) Criticamente amortiguado, b= b, { =1
Con n = p el discriminante se anula y las raices son reales, iguales ynegativas A} =1, = —n=—-p = —w,
con soluciones particulares x; = x, = e”P’. Al haber multiplicidad, se agrega ¢ multiplicando a la
primera solucién
La solucién general es

x(t) = Atx, + Bxp = e P (At + B)
S~ ——

fexp. flineal

que sujeta a las C.I.s permite obtener

x(0) = e P°(A0+ B) = xg —
1

%(0)=e P’ A- pe P’ (A0+B) = A— pB = vy —

Luego, la solucién es una funcién exponencial en ¢ multiplicada por una funcién lineal en ¢:

x(0) = gﬁf((vo + pxo))t + Xo)

f.exp. f.lineal

En esta solucién no hay oscilacién y el desplazamiento se reduce debido al exponente negativo de
la funcién exponencial. Se la muestra en color verde en la gréfica de la Figura 13.2. La respuesta se
reconoce como la que tiene el transitorio de menor tiempo, llega a cero mas rédpido que para otros
amortiguamientos. El critico es la transicion entre el movimiento oscilante y el no oscilante. Veremos a
continuacién otro caso no oscilante.
Caso II) Amortiguamiento super-critico (fuerte o sobreamortiguado) b > b, { > 1

En A = —n++/n? — p?, el discriminante es positivo si > p y las raices serdn reales, distintas y negativas
M =-n+\/n2-p2y Ay =—n—-+/n? - p? con soluciones particulares x, = eM’y x, = e'2?,

La solucién general es ’ x(t)=Ax1+Bxy = AeM! 4 Belet , sujeta a las C.I.s

XoAd2 — v
x(0)=AeM®+BeM0 = A+ B=x)— A=xg-B—| A= 22
A2 — Ay

#(0) = 1, AeM + 1, Bet0 =y, 1

vo— A1 X

=A1(xo—B)eM®+ 1,Be? = py —| B =
Ao — Ay

La solucién general adquiere la forma

x(t)=(

xolz—vo) 11t+(V0_’11x0)eitzt
12—11 /12_/11

en donde no hay oscilacién, a ¢ = 0 el desplazamiento vale A+ B = x( y posee pendiente vy luego se
reduce debido al exponente negativo de las funciones exponenciales. Un ejemplo se muestra en la
gréfica color verde de la Figura 13.2.
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Vibracién amortiguada: m=1 kg , k=100 N/m, b=4Kg/s; C.I.: )%=0.01 m v0=0.5 m/s

0.051
Supercritico b/bc=2.0
0.04 Critico b=b _
Subcritico b/bc=0.2
0.03
0.02
E 001
x
0 N -
v
-0.01
-0.02
-0.03 ' ! ' !
0 0.5 1 1.5 2

t(s)

Figura 13.2: Ejemplos de respuesta de sistema masa resorte amortiguador con diversos valores
de amortiguamiento y las mismas condiciones iniciales.

Caso III) Amortiguamiento sub-critico (débil o subamortiguado) b < b, { <1
En A = —n++/n? - p?, el discriminante es negativo si 7 < p y las raices serdn complejas de la forma
A2 =-n%jqcon g=+/p?—n?y jlaunidad imaginaria. Tienen soluciones particulares x; = ehity
Xy = e’2t,
La solucién general es x(f) = Ax] + Bxy = Ae"* 9t  Bel="=9! que se puede escribir como el pro-
ducto de una funcién temporal con pardmetro ny otra con pardmetro g

x(f) = Ae "elqt 4 BeT M eIt
=e M(Ae/9' + Be7/9);  Euler e*/?=cos(z)+ jsen(z) con z=gqt
= e "{Alcos(gt) + jsen(qt)] + Blcos(qt) — jsen(q )]}
= ef’”((jA— jB)sen(qt) + (A+ B)cos(qt))
=e "(A'sen(qt) + B' cos(qt))

x(1) = &(A’sen(qt) +B'cos(q1)) = x,,e Msen(qt+¢')

~~

f.exp f.armonica

Donde se define:

= Amplitud inicial: x},, = V' A’? + B"

= Frecuencia angular de la vibracién amortiguada: g = /p2 —n? <p
= Angulo de fase: ¢' = arctan(%

= Periodo amortiguado: T' = 27”

= Frecuencia amortiguada: f' = %
Aplicando las condiciones iniciales

21
> T
<z=f

\%

S

x(0) = e ™ (A'sen(q0) + B' cos(q0)) = xo —
%(0) = (~n)e” ™ (A'sen(q0) + B cos(q0)) + e " (g A’ cos(q0) — gB'sen(q0))
Vo + nB’ Al = nxy+ vy

=—nB +gA=py—A=2""T
q q
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Su respuesta es una oscilacién limitada por la exponencial, a ¢ = 0 el desplazamiento vale x}, y luego
se reduce, su vector asociado describe una espiral logaritmica. Un ejemplo se muestra en la grafica
color azul de la Figura 13.2.

Determinacion experimental del coeficiente de resistencia

Sobre la respuesta de un desplazamiento oscilante, como el mostrado en la gréfica color azul
de la Figura 13.2, se miden las amplitudes méaximas en dos tiempos separados por N periodos T’,
! ! . .z
X1 = Xme My x3 = xpe "2 = x, e MHNT) = o711 g~ NT' que mantienen una relacién constante
x —-nt
1 Xme 1

- _ ,nANT’
Xp xme "he nNT' — g-nNT'

=e

tomando logaritmos m.a.m. y reemplazando a T’ como funcién de g y luego poniéndola en funcién
de p y n se obtiene

X1 , 2m 2m
On=Ln|—|=nNT =nN— =nN——
X2 q p? —n?
. 5 . . . .
se despeja n = —E2Y__ e jouala a b/2m para obtener finalmente el coeficiente de amortiguamiento
P \/ 0%+ @TN)? 8 P &
2mpdn

b= con 6N=Ln(ﬂ)

X2

\/6% + (27 N)?

El decremento logaritmico se define como el logaritmo del cociente de dos mediciones sucesivas
(N=1).

Vibracion forzada

Analizaremos el caso vibraciones armoénicas forzadas por funciones arménicas. En particular, los
casos forzados por fuerza excitadora y por desplazamiento excitador, ambos armoénicos.

Vibracién forzada por fuerza excitadora

Tomando como origen de desplazamiento a la posicién de equilibrio debida a la deflexién estética,
mostrada en la Figura 13.3(izq.)

D J 1 : k(8etx) by

F=F,senwt F

Figura 13.3: Oscilacion forzada por fuerza excitadora

se plantea sobre el D.C.L. la 2da Ley de Newton, incorporando la fuerza externa excitadora
Fsen(wt)
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(+x1) Y. F=P.+P,+W+F=ma (W =mg=ké,)
—k(x+06,)—bx+mg+ Fysen(wt) = mi

mi+bx+ kx=Fysen(wt)

y dividiendo por m se obtiene

@+2ng+ 2x—F—msen(a)t) =w, = E 2n—£ (13.1)
de? ar P, P=@n=\I"7 T m )

13.2.2 Vibracion forzada por desplazamiento excitador

Para el caso de excitacion en la base, la posicién inicial estdtica es la misma (ver Figura 13.4), pero la
fuerza excitadora proviene de un desplazamiento arménico que se aplica en la base X (¢) = X,,sen(wt)
e ingresa a la masa a través del resorte como la fuerza kX. Aplicando la 2da Ley de Newton

aT X=X, senwt

.............. : k(detx-X) by k (Detx) bv

5]

Figura 13.4: Oscilacién forzada por excitacién en la base

(+x1) Y F=Po(x,6e,X)+Pa+W=ma (W=mg=ké,)
—k(x+6,—X)-bx+mg=mi

mi+bx+kx=kX;ysen(wt)

y dividiendo por m se obtiene

@+2n%+ 2x—kasen(wt) =w, = ﬁ 2n—£ (13.2)
dz? dtp_m p_n_m " m ’

13.3 Solucién de la ecuacion diferencial ordinaria

Note en azul la sutil diferencia entre las E.D.O. (13.1) y (13.2). Como consecuencia de ello, s6lo
desarrollaremos la solucién para el primer caso ya que sus esquemas de resolucién son idénticos. Como
Unica diferencia, se identificard un factor de amplificacién FA para el caso de fuerza excitadoray de
un factor de transmisibilidad T'D para el caso de desplazamiento excitador. Para la frecuencia angular
natural o propia del sistema masa resorte, seguiremos utilizando p en vez de w,, para distinguirla bien
de la frecuencia de la excitacion w.

La ecuacion diferencial es ordinaria, lineal de segundo orden, con coeficientes constantes, com-
pleta (incompleta si no hay amortiguamiento) y no homogénea.

d’x +2ndx +pPx= Ul sen(wt) (13.3)
dr? at P ’
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La solucién general

es la suma de la solucién xy de la homogénea (libre o amortiguada) y de una solucién particular xp de
la forma y frecuencia de la excitacion, es decir, xp = Csenw?.
= El movimiento es superposicién de oscilaciones de distintas frecuencias, p y w (veremos més
adelante qué sucede si fuesen iguales).
» Lavibracion libre se presenta al inicio y se extingue debido al amortiguamiento en un tiempo
denominado “transitorio”.
= Laforzada seguird actuando siempre y predomina en el “estacionario” o en “régimen” de trabajo.
Primero analizamos qué sucede si no existiese amortiguamiento (fisicamente irreal).

Vibracion forzada: Solucion de la no amortiguada

Quitando el amortiguamiento a (13.3), la ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.) es lineal de
segundo orden, con coeficientes constantes, incompleta y no homogénea.

F,
i+ pPx= Emsen(wt) (13.4)

Para la solucién particular se propone xp = Csenwt = x;;senwt con amplitud x,, a determinar al
reemplazarla con i en la E.D.O. incompleta (13.4):

Fn Fn
—xmwzsenw t+ X, pzsenwt = —sen(wt) — —xmw2 +Xm p2 =—
m m

1 Fp 1 Fp 1 Fm
= — = = — =F
m pr-w:m (1-(/p? mp*? (A-(/p? k Xm = FAXE
—_—

Fy XE

Entonces, la solucién particular es

xp = Faxgsenwt (13.5)

donde

= F4 es el Factor de Amplificacién, mide la severidad de la vibracién.

= xr es la deformacién estética si actuara F,, (sola, sin gravedad).

El factor de amplificacién F4 es el coeficiente que hay que multiplicar a la respuesta estatica para
obtener su efecto dindmico maximo.

Identificamos relaciones importantes entre las frecuencias forzada y libre

= Periodo forzada T* = %” # 27” = Ty frecuencia forzada f* = % # % =f.

= Relacién de frecuencias y = w/p
Luego expresamos el FA usando la relacién de frecuencias

1

Fjp=—
)

(13.6)

y lo graficamos en la Figura 13.5 como la curva de respuesta dindmica frente a la excitacién. En la
gréfica se destacan tres zonas
= ZONAIL w < p desplazamiento en fase con la fuerza. FA = 1 — x,,; = xg y casi no hay efecto
dindmico de la excitacion.
= ZONAIL: w = p — 7 = 1 el sistema esté en resonancia o en sintonia (desplazamiento en fase con
la excitacién si y < 1 o en contrafase siy > 1), F4 crece de manera pronunciada y por ende x
tiende a infinito, los desplazamiento son grandes, las deformaciones de la suspensién pueden
producir dafios en el sistema.
= ZONAIIL: w > p desplazamiento en oposicion a la fuerza, fase 180°, y tiende a infinito y el F4
tiende a anularse y x,, también, el cuerpo se aproxima al equilibrio estable o posee pequenas
amplitudes del movimiento forzado.
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Figura 13.5: Curva de respuesta dindmica frente a la excitacién

Para el caso de vibracién forzada con excitacién en la base y sin amortiguamiento, el desarrollo
es similar y se obtiene que la amplitud maxima se define como el producto x,, = Tp X;;; de un Factor
de Transmisibilidad del Desplazamiento y el desplazamiento maximo de la excitacion X,,. Luego, la
solucidn es

xp = Tp Xy senwt (13.7)

donde

1

= — 13.8
1= (13.8)

Tp

El factor TD es el valor que hay que multiplicar al desplazamiento excitador X,,, para obtener el
maximo x,, transmitido al cuerpo. La Figura 13.5 también corresponde al T D, al igual que el andlisis
posterior de las zonas en que se divide.

Vibracién por desbalanceo de un rotor no amortiguado

Para el caso particular de desbalanceo de un rotor, la amplitud de la excitacién F,, no es constante
y depende de la frecuencia de excitaciéon w cambiando la respuesta con respecto a los resultados

anteriores. La fuerza de excitacion es
F(t) = F,(w)senwt (13.9)

Una masa m’ a distancia r girando a velocidad angular o produce una fuerza centripeta de
magnitud

2
Fp(w)=m' a, =m' ro® (p_z) =m'rp®y* = F),y* (13.10)
p S——
Fp,

La solucién es x = x,;,senwt con

F, F,

Xm =Fay* 2 =F,-2 (13.11)
—— k k
F,
entonces el factor de amplificacion
2
Y
F = (13.12)
AT -y
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Figura 13.6: Respuesta dindmica para rotor con desbalanceo.

tiene a y? en el numerador con respecto a FA. En el caso del desbalanceo, la respuesta dindmica
mostrada en la Figura 13.6 tiene un origen en 0 cuando y tiende a 0 y tiene una asintota en —1 cuando
Y tiende a infinito.

13.3.3 Vibracién forzada con amortiguacion viscosa
Consideremos el término de amortiguamiento en la E.D.O. haciéndola completa

. .2 Fm k b
X+2nx+p°x=—senwt) p=\/— 2n=—

m m m
Vimos que la solucién general es de la forma

= La solucion de la homogénea més general con g = y/p% — n? es

xp =e "(A'sen(qt) + B cos(qt)) = x,,e "'sen(qt+¢')
= Lasolucién particular es
Xp = xpsen(wt — @)
Luego, la solucién completa es
x(t) = xg +xp = x,,e 'sen(qt + @) + xpsen(wt — )

Reemplazamos la particular x,;sen(wt — ¢) y sus derivadas en la E.D.O.,
2 2 Fm
—Xpwsen(wt— @) +2nx,wcos(wt— @) + xyp sen(wt — @) = Zsen(w 1)
Para despejar la amplitud x,, y la fase ¢ se consideran dos instantes:

wt—-p=0—wt=@ 2nxmw=%”sen((p)
wt-p=5—-wt=5+¢ —xmw2+xmp2:%’lcos((p)

De ambas ecuaciones se despeja

1 Fpn 2y
Xm = T =Fsxg @ =arctan| —————
V- @i +aser L 1= (/p)
XE

Fy
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La solucién particular es
x=Fpxgsen(wt—¢)

Por ejemplo, para un sistema masa-resorte-amortiguador con los siguientes pardmetros: m =1
Kg, k=500 N/m,y b=9 Kg/s se aplica una fuerza excitadora con amplitud F,,, = 235 N y frecuencia
w =134,160,5 1/s mostrada en la Figura 13.7(centro). Para las condiciones iniciales xo =0 my vy =2
m/ s se muestran sus respuestas libre en la Figura 13.7(arriba) y forzada en la Figura 13.7(debajo). En

esta tltima, se observa que la oscilacién amortiguada se disipa en 1 s y predominard luego la forzada
en régimen.

0.1 T T T T
><_|
_01 L 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
0.02 . T T .
E .l I
L
X
-0.02 : : : :
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
01 : : : :
E
TN
7 0
><_1
U
x
_0'1 Il 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t(s)

Figura 13.7: Ejemplos de vibracidn libre (rojo), fuerza excitadora (verde) y respuesta forzada
por la fuerza exitadora (azul)

En forma adimensionalizada, dividiendo a la frecuencia de excitaciéon w y el amortiguamiento

n respectivamente por la frecuencia natural, y = w/p y { = n/p, el factor de amplificacién y la fase
resultan:

Fa= ! o= arctan( Z(YZ ) (13.13)
V(1 —-y2)? + (20y)? 1-

En la Figura 13.8(izq.), para el Factor de Amplificacion se observa:

= Con { =1 el amortiguamiento es critico (n = p) y para y > 0 no hay amplificacién de la amplitud
de la vibracién.

= A partir de { = 0,6 el factor de amplificacién es menor que 1 para cualquier relacién de frecuen-
cias.

En la Figura 13.8(der.), para la diferencia de fase entre excitacion y vibracién (vélida cuando F,, es
independiente de w) se observa:
= A baja frecuencia de excitacion, el desfase es pequeiio y crece hasta 90° en la condicién de
resonancia y = 1, luego, tiende a 180° para frecuencias de excitaci6n altas.
= Cuando el amortiguamiento es pequefio ¢ = 0 existe un cambio brusco de fase a contrafase
para y = 1 conforme se incrementa la frecuencia de excitacion w. Esta transicion se suaviza
conforme se incrementa la relacién de amortiguamiento (.
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35-

Y=w/p y=w/p

Figura 13.8: Factor de amplificacion (izq.) y &ngulo de fase (der.) para distintos factores de
amortiguamiento viscosos.

Para el caso de F;,;, dependiente de w, correspondiente a desbalanceo de rotor con amortiguamien-
to, en el factor de amplificacion

,},2

V@ =y?)? +(20y)?

graficado en la Figura 13.9 para distintos factores de amortiguamiento, muestra que tiene asintota en 1
para y tendiendo a infinito.

F) =

Figura 13.9: Factor de amplificacién para rotor con desbalanceo.

Fuerzas transmitidas, control y aislamiento de vibraciones

Vimos que en un sistema de una masa vinculada a una base fija mediante una suspension elastica
y un amortiguador, sujeta a una fuerza armoénica de amplitud independiente de su frecuencia, tiene
una expresion dindmica

P,+Pe+W+F=ma (W=mg=kKkb,)

mi+bx+ kx=Fysen(wt)

Sélo las fuerzas F. = kx = —P. y F, = bv = bx = — P, se transmiten a la base a través de los vinculos
conformando la fuerza excitadora

F = Fefectiva + Fe + Fa= ma+ bv + kx
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Larespuesta es de la forma
x(t) = xpsen(wt — @) = Faxgsen(wt — @)
y podemos determinar las fuerzas transmitidas en funcién del tiempo como:

Fe(t) = kxpsen(wt — @) = Fensen(wt — @)
—~—
Fem
F;(#) = bxpwcos(wt — @) = Famcos(wt — )
——
Fam

El valor total Fr(t) de ambas fuerzas transmitidas se halla teniendo en cuenta que estdn desfasadas
90° pero son funciones armoénicas de igual periodo, operamos por composicién

Fr(t) = Fe (1) + Fa(1)
=kxmpsen(wt— @) + bxwcos(wt — @)

= Femsen(wt — @) + Famcos(wt — ¢)

de modo que la amplitud es

Frim = \/ Fn+Fay = \/ (kxm)? + (bwxm,)?

b w)? 1+ (2y)”
= kXm 1+(2b—9) =k&\/1+(2(y)2=Fm

i (1-72)" + (2t7)°

Tr

F
Fagt

=TrFp

donde

1+ (20y)°
Ty = (13.14)

(1-72)*+ (2¢y)

se denomina Transmisibilidad de la fuerza. Es la relacion entre la méxima fuerza transmitida y la
fuerza de excitacion, o bien, es el valor por el que hay que multiplicar a la fuerza de excitacién para
obtener la maxima fuerza transmitida.
La gréfica de Tr se muestra en la Figura 13.10. La zona I se puede considerar 0 <y < ‘/75 =0,707y
luego, existe un punto caracteristico para y = v2 en el que Tr = 1y que delimita el fin de la zona II.
Si existiese una dependencia de F,, con w, luego

Y1+ (22y)
(1-72)° + ()

y la gréfica se muestra en la Figura 13.11. Claramente, en la zona I no se amplifican las vibraciones
pero se amplifican considerablemente en la zona III, més alld de y = /2.

T}, = Try* =

13.5 Aislamiento de oscilaciones
Analizamos la amplificacién de la Ec. (13.13) graficada nuevamente en la Figura 13.12(izq.)
La respuesta dindmica tiene diferente comportamiento en cada zona
= Zonal(y< ‘/75): es similar a la excitacién, cambia con y y se reduce aumentando { con efecto
de amortiguacién pequerio.

= Zonall (‘/75 <y < v/2): puede diferir mucho de la excitacién con méximos cercanosay =1,y se
reduce aumentando ¢ con importante efecto de amortiguacion.
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Figura 13.10: Transmisibilidad de las fuerzas con fuerza excitadora indepediente de la fre-
cuencia.

Figura 13.11: Transmisibilidad de fuerzas con fuerza excitadora depediente de la frecuencia.

= Zonalll (y > v/2): es menor que la excitacién, tiende a anularse cuando y aumenta produciendo
un aislamiento del sistema, y se reduce aumentando (.

L L L \ L L L \
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

Figura 13.12: Factor de amplificaciéon (Izq.) y Transmisibilidad de Desplazamiento (der.),
respectivamente para fuerza y desplazamiento de exitacion independientes de la frecuencia.
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Analizamos la transmisibilidad de desplazamiento de la Ec. (13.14) graficada en la Figura 13.12(der.)
La fuerza (desplazamiento) excitadora sobre el cuerpo (en la base) se transmite a la base (al cuerpo)
con valores modificados por el efecto dindmico

= Zonal(y< ‘/75): es poco mayor que la excitacién, aumenta con y y se reduce aumentando { con
efecto de amortiguacion pequeno.

= Zonall (‘/75 <y < v/2): puede diferir mucho de la excitacién con méximos cercanosay =1,y se
reduce aumentando ¢ con importante efecto de amortiguacion.

= Zonalll (y > v/2): es menor que la excitacién, tiende a anularse cuando y aumenta produciendo
un aislamiento del sistema, y aumenta aumentando ¢.

13.6 Aislamiento de oscilaciones en fundacion de mdaquinas e instrumentos
eléctricos

Los sistemas de control se pueden clasificar en dos tipos

= El control pasivo consiste en cambiar pardmetros del sistema y = % y({= b% por medio de la
frecuencia de la excitacion w (factible si es debido a desbalaceo e infactible si es condicion de
trabajo de la maquina) o mediante los pardmetros m, by k.

= El control activo se utiliza mediante fuente de energia externa que contrarresta las vibraciones
con sistemas provistos de sensores y actuadores controlados por computadoras 6 micropro-
cesadores en sistemas de control por lazo cerrado (Ejs.: mesas antivibratorias en metrologia,
masas oscilantes en edificios rascacielos, control de suspension y estabilidad de rolido/deriva
en automoviles, etc.).

Obijetivos del control pasivo (y = % y{= b—bc):

1. Que el sistema trabaje en la zona I. Para w fijo, se busca reducir y siendo p bajo con una rigidez
k alta y/o masas m pequenas (Ejs: indicadores de presion, acelerémetros).

2. Que el sistema atraviese en forma amortiguada la zona II para trabajar en la zona III. Se busca
aumentar { y es importante en el arranque y parada de médquinas que atraviesan la condicion
de resonancia en forma frecuente (Ejs. mdquinas rotativas con desbalanceo residual, grupos
electrégenos, compresores, bombas centrifugas, etc.).

3. Que el sistema trabaje en la zona II a propésito (Ejs.: Resonadores, apisonadoras, alisadoras,
zarandas, maquinaria de impacto, etc.).

4. Que el sistema trabaje en la zona III para disminuir la transmisibilidad de la fuerza excitatriz (ej.:
M4dquinas con rotor desequilibrado) o del desplazamiento excitador (ej: vibrografo, sismégrafos,
balanzas). Se obtiene aumentando Y, con una suspensién blanda (poco rigida o k bajo) y/o una
masa m grande, y disminuyendo { con resortes metdlicos de baja histéresis.

Para el aislamiento, se busca trabajar en la zona III y bajar la:

1. Transmisibilidad de la fuerza de una méquina a su fundacién (ej: maquina rotativa con rotor
desbalanceado).

2. Transmisibilidad del desplazamiento de la fundacién a una méquina o equipamiento de interés.
Ejs: mdquina de mecanizado de precisiéon a CNC, médquina de medicién por coordenadas
(MMCQ).

Existen soportes aisladores de vibracién comerciales compuestos de elastémeros y resortes con
una proporcién de k y b conveniente.

"}" \pj;‘ f\:”

Figura 13.13: Aisladores antivibratorios

Como la transmisibilidad no se puede anular, los valores aceptables son Tr = 0,1y Tp = 0,1, con
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3 <y <4 para bajos valores de amortiguacion {, la necesaria para atravesar la condicién de resonancia.
En la Figura 13.14 se grafica el TD hasta y = 4 para dar cuenta de la regi6én de trabajo.

Figura 13.14: Grafica de transmisibildad de desplazamiento hasta y = 4

13.7 Oscilaciones edlicas en lineas de transmision eléctrica.

En primer lugar es necesario distinguir vibraciones forzadas de vibraciones autoexitadas para
luego presentar ejemplos en tendidos eléctricos.
Vibraciones forzadas vs autoexcitadas:

1. Vibracién forzada: La fuerza alternativa que establece el movimiento existe independiente-
mente del mismo y persiste incluso cuando el movimiento vibratorio se detiene. La fuerza de
amortiguamiento es frenante.

2. Vibracion autoexcitada o autoinducida: La fuerza alternativa que establece el movimiento esta
creada por el movimiento mismo; al cesar el movimiento, la fuerza alternativa desaparece. La
fuerza de amortiguamiento es impulsora.

Amortiguada

Autoexcitada

Figura 13.15: Concepto de vibracién amortiguada vs autoexitada (izq.). Aisladores Stockbridge
para tendidos eléctricos (der.)

Los fenémenos meteorolégicos y ambientales pueden producir fuerzas variables por compleja
interaccidn fluido estructura sometiendo a los tendidos eléctricos a vibraciones autoexcitadas de alta
y baja frecuencia.

1. Viento: El viento puede ser constante, un flujo estacionario y laminar, y sin embargo produce

fuerzas variables sobre los conductores debido a los vértices de von Karman. En direccion
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transversal al viento, producen en los conductores vibraciones de baja amplitud (de 0.01 a 1 vez
el didametro del conductor) y alta frecuencia (que pueden ir de 3 hasta 150 Hz). Se las conoce
como vibraciones edélicas; en inglés, el efecto se lo conoce como flutter o aeolian vibrations. Los
conductores més delgados vibran a frecuencias mads altas que los gruesos. Estas vibraciones
ocurren con vientos moderados de 1 a 7 m/s. La frecuencia de desprendimiento de vortices
puede igualar a la frecuencia natural del conductor y comienza a vibrar verticalmente con 2 6 3
ondas por vano.

2. Nieve: La nieve cambia la forma de la seccién transversal del conductor ante un viento o
una corriente térmica ascendente, produciendo fuerzas con componentes en direccion de la
velocidad que excitan el movimiento. Produce vibraciones de grandes amplitudes (medidas en
metros) con muy baja frecuencia (0.08 a 3 Hz) y el efecto se denomina Galopeo/Galloping .

Los tendidos eléctricos se proyectan eligiendo adecuadamente los materiales asi como los absorbedo-
res dindmicos especificos para la localizacion del proyecto y sus condiciones climéticas.

Sobre los cables de los tendidos eléctricos y en las estructuras también, el viento produce vibracio-

nes inducidas por vortices. En una seccién circular los vértices producen fuerzas oscilantes debido a
las estelas de vortices. Las estelas tienen varios regimenes conforme aumenta la velocidad del viento,
pasan de tener vortices simétricos a alternantes. Ambos fenémenos se ilustran en la Figura 13.16. La

\_\

%\\

5// 7
=

Figura 13.16: Vértices de von Karman alrededor de una seccion circular.

deposicién de nieve en cables puede producir fuerzas de succién por diferencias de presion debido al
paso del viento (como la succién o lift producido en el ala de un avién) generando fuerzas sobre los
cables como se ilustra en la Figura 13.17.

Wind Force
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Figura 13.17: Efectos del viento sobre secciones circulares y con nieve.

Se sugiere visitar estos videos para ver estos fendmenos aeroeldsticos:

= Vortices alrededor de un cilindro: http://www.youtube. com/watch?v=IDeGDFZSYo8

= Galopeo de tendidos eléctricos: https://youtu.be/GEGbYRii1d4

= Dafio por galopeo en Chubut: a -37 grados, caida de 55 torres de lineas de alta tensién (330kV)
desde la central Futaleufd hasta Puerto Madryn (Transpa S.A.):
https://www.youtube.com/watch?v=AJ_ZaJ-BAc8
https://www.youtube.com/watch?v=Sh4YkK-ImS8


http://www.youtube.com/watch?v=IDeGDFZSYo8
https://youtu.be/GEGbYRii1d4
https://www.youtube.com/watch?v=AJ_ZaJ-BAc8
https://www.youtube.com/watch?v=Sh4YkK-ImS8
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Figura 13.18: Destruccién de tendidos y torres de alta tensién por galopeo en Chubut, Argen-
tina en 2021.

La energia suministrada por el viento al conductor debe disiparse a través del autoamortiguamien-
to del conductor y fricciones internas, la exitacién de amortiguadores adosados (de masa sintonizados
tipo Stockbridge, de impacto tipo Festoon, etc.), y en los soportes de amarre elastoméricos.
Las fuerzas externas inducidas por vibraciones en las lineas de transmisién eléctrica pueden
producir dafios mecanicos
1. Fatiga: El galopeo y el aleteo de las lineas de transmisién produce dafios por fatiga. Las amplitu-
des se pueden atenuar con separadores debidamente colocados o dando resistencia y rigidez a
los conductores mediante refuerzos de acero interiores o mediante amortiguamiento intrinseco
logrado por envainados plasticos o por amortiguamiento externo.

2. Friccion y desgaste puntuales (freeting): Al vibrar, los paquetes de conductores friccionan entre
si produciéndose desgaste de conductores internos y desgaste de los exteriores en las zonas de
las morsas de sujecion.

Figura 13.19: Rotura de conductores por freeting y fatiga.

13.8 Absorbedores dindmicos

Una forma de disminuir la energia de las vibraciones es colocar absorbedores dindmicos traba-
jando como amortiguadores. Los absorbedores pueden ser de dos tipos:
1. Externo al conductor: Se adosan masas que permiten absorber parte de la energia cinética del
cable vibrante.
2. Interno del conductor: Construccion especial del conductor.
Entre los absorbedores externos los més utilizados son los del tipo Stockbridge con cable mensaje-
ro, mostrado en la Figura 13.20(izq.) que consisten de masas sintonizadas adosadas a pequeiios cables
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flexibles sujetos por su centro al cable principal, los hay de tipo simétrico y asimétricos. Se colocan
cerca de los soportes del cable a proteger.

Figura 13.20: Abosorbedores dindmicos para tendidos eléctricos: Stockbridge con cable men-
sajero (izq.); HydroQuebec con pivot amortiguado, sin cable mensajero (der.).

Segtin el modelo simplificado unidimensional se los puede clasificar como:

1. Amortiguador de masa sintonizado TMD: Trabaja cuando la frecuencia de excitacién del cable
se aproxima a la de resonancia aunque no provee de amortiguamiento (Stockbridge).

2. Amortiguador de masa sintonizado amortiguado TMDA: Tiene ademds un amortiguamiento. El
HydroQuebec posee un amortiguamiento torsional elastomérico.

Estos absorbedores se estudiaron en la década del 50 ( Den Hartog, Mechanical Vibrations, McGraw
Hill (1947). Para los del tipo de masa sintonizado, se define a la relacién entre la masas adosada y del

cable como p = my/m;, con la frecuencia propia del sistema adosado 4/ % =w igual a la frecuencia de
la excitacion.

Los modelos esquemaéticos mds simples se presentan en la Figura . Claramente, los TMD no
poseen amortiguamiento alguno, mientras que los TMDA poseen amortiguamiento entre las masas.

kaf2 Fp) = F sen (wt] by f2 kif2 F) = F sen (wt) ki/2
| T —— | ] my
k_l_ X . c == k2 X1

- X2 mz - X2

Figura 13.21: Modelos unidimensionales: Los TMD no poseen amortiguamiento (izq.). Los
TMDA poseen amortiguamiento entre las masas (der.).

La respuesta de un TMD mostrada en la Figura 13.22 claramente posee dos asintotas verticales y
en el conductor real se recurria al autoamortiguamiento del conductor y de los soportes para que los
desplazamientos no tiendan a infinito. La masa absorbedora mds pequefia vibra en contrafase en la
zona de resonancia.

Al agregar amortiguamiento a un TMD, se obtiene un TMDA y las respuestas se atentian conside-
rablemente, pudiéndose encontrar una relacién de masas que aplane las amplitudes, como se muestra
en la Figura 13.23 para una méquina.

Los absorbedores se ensayan en experimentos normalizados realizados en bancos que emulan las
fijaciones y vibracién forzada. El banco es similar al esquematizado en la Figura 13.24. Un banco preciso
puede incluir varios vanos y amarres reales, como el de HydroQuebec mostrado en la Figura 13.25.
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Fro. 75a and b.—Amplitudes of the main mass (x;) and of the absorber
mass (z1) of Fig. 73 for various disturbing frequencies w. The absorber mass is
one-fifth of the main mass.

Figura 13.22: Respuestas TMD de la masa principal m, y la adosada m;. Se utiliza una relacion
de masas: u=my/m; =1/5
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Fru. 79.— Amplitudes of the main mass of Fig. 73 for various values of absorber . p .
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Figura 4.9 - Disefio de banco de prueba para la medicion de la eficiencia de amortiguadores, de acuerdo con la normalizacion

del IEC 61897 (1998) e IEEE Std 664 (1993).

Figura 13.24: Banco de ensayo de absorbedores dindmicos. Tesis de grado: Ing. Andrés Maca-

luso
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Hydro
Québec

Figura 13.25: Banco de ensayo de absorbedores dindmicos de HydroQuebec

Recolectores de energia del movimiento

;Existen formas de aprovechar los vortices de von Karman?
Hasta hace unos afios el concepto Vortex Bladeless basado en vibraciones inducidas por vértices era
futuristico. Actualmente es una tecnologia en desarrollo con numerosas pruebas exitosas. Una viga
flexible tiene adosado un captador de vibraciones inducidas por vortices. La viga ademads posee espiras
en donde se genera energia al moverse en el campo magnético que generan imanes permanentes de
Neodimio. El mismo generador provee del amortiguamiento para que la viga vertical no oscile hasta la
resonancia.

—_—

Figura 13.26: Concepto de generador edlico sin aspas VortexBladeless; https://
vortexbladeless.com/es/desarrollo-tecnologia/

La Figura 13.27 muestra resultados de simulacién CFD y electromagnética para estimar la gene-
racién de un sistema edlico sin aspas. El trabajo lo realiz6 como tesis final de grado el Ing. Federico
Luna. Ademds, obtuvo una mencién de honor en el concurso de pésteres de estudianes del Congreso
Argentino de Mecénica Computacional - MECOM 2021.

Existen otras formas de aprovechar energia desde otras vibraciones inducidas por viento mediante
arreglo de vibradores de tipo ala de avion (por flameo o fluttering) y de las olas (undimotriz).

También existen recolectores de energia de movimientos producidos por el caminar de las perso-
nasy por otras vibraciones. Estos productos se conocen como Energy harversters, como el mostrado
en la Figura 13.28.

Como conclusién, es de interés vigente la recoleccién de energia desde las vibraciones. Sin dejar
de lado que siempre fue de interés mitigar las vibraciones cuando las mismas son indeseadas para la
transmisién de energia, las méquinas de generacién eléctrica y de otro tipo de produccién.


https://vortexbladeless.com/es/desarrollo-tecnologia/
https://vortexbladeless.com/es/desarrollo-tecnologia/
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Figura 13.27: Simulacién estructural, de dindmica de fluidos y electromagné-
tica para generador eélico sin aspas; https://drive.google.com/file/d/
1zmyK6VIC2ZmeccDEjBGXs742JDrQgc8J/view.

Figura 13.28: Recoleccién de energia producida por el paso de los peatones; ver Pavegen
https://youtu.be/VD15-2Uriyc
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En este capitulo se describe el modelado de sistemas oscilantes mecénicos y eléctricos y su
analogia [BJC10, Cap. 19]. Ademads, se provee un ejemplo del modelado electromecanico de un motor
eléctrico [Bol01] deduciendo las ecuaciones diferenciales de su dindmica necesarias para su modelado,
simulacién y control. Luego, se introduce a conceptos generales de modelado avanzado de sistemas
electromecdnicos y su simulacién. Finalmente, se presenta el método de Lagrange para el planteo
de las ecuaciones del movimiento y se termina con el Método de la Transformada de Laplace para
resolver sistemas ya vistos en el curso.

14.1 Sistemas mecdnicos en traslacion y rotacion

Hemos visto que un sistema unidimensional de masa, resorte y amortiguador en paralelo con una
excitacion forzada tiene una ecuacién del movimiento para traslaciéon dada por

mx+bx+ kx=Fysen(wt) (14.1)
que es similar que para la rotacién unidimiensional

Ié-i—bgé—i—kg@ = M,,sen(wt) (14.2)
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden, no homogéneas, a coeficientes constantes tienen,

matemadticamente, el mismo procedimiento de resolucién y anélisis.
Para la primera, planteamos

d2x+2ndx+ 2x—Fmsen((ut) =w, = k 2n= b
d? de p T m p=@n= m T m

y para la rotacién
d?e do M [k b
F+2na+p20:Tmsen(wt) p=wp= 7‘9 2n270

luego, podemos proceder analiticamente o bien por simulacién numérica. Habiamos visto también la
analogia de la ecuacién diferencial con el péndulo simple en pequenas oscilaciones.
Veremos a continuacién la analogia con circuitos y sistemas eléctricos.
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Sistemas eléctricos
Circuito RLC serie oscilante libre

Considere el siguiente circuito serie RLC en donde un condensador C se carga primero mediante
mediante una fuente de tensién continua E, es decir, sélo el capacitor se conecta en paralelo con la
fuente y adquiere una carga gy. En el instante fy en que se invierte el interruptor de la posicién A ala
B se conecta el capacitor al circuito con la resistencia y el inductor y el condensador funciona como

R L

xQ
AN
£ c— />

Figura 14.1: Circuito RLC oscilante libre.

una fuente de fuerza electromotriz v, = —% /}Z idt mientras que en la bobina y en la resistencia se
producen las caidas de tension vy = —L% y vg = —Ri respectivamente, oponiéndose al paso de la

corriente. Inicialmente, el valor de v, es — q—C" y la corriente i crece mientras el capacitor se descarga. La
energfa magnética y eléctrica se intercambian en forma oscilatoria, y se disipan debido a la resitencia
hasta que g =0.

Circuito RLC serie de corriente alterna

Un circuito eléctrico RLC serie estd alimentado por una fuente de voltaje E(t) proveedora de
tension alterna y tiene por elementos: un resitor de resistencia R, un inductor de inductancia L y un
capacitor de capacitancia C, conectados en serie como se muestra en la Figura 14.2. Se denota por i a
la corriente y por g a la carga eléctrica en el capacitor.

R L

/\/\/\/ YYY L
E,,sen(w t)_ /> I
+ l

Figura 14.2: Circuito RLC serie.

di
d

;, en el resistor es Ri y en el capacitor es %. La caida de

La caida de potencial en el inductor es L
tension en un circuito cerrado debe ser cero:

: 1

Epsen(wt)—Li—Ri— quO (14.3)

y reordenando, se obtiene
S|

L1+Rz+6q=Emsen(a)t). (14.4)

Como q = [idt, la expresion de arriba es integro-diferencial en la funcién corriente i(t). Conviene
. 2

utilizar que la corriente es la tasa temporal de cambio de la carga, es decir, que i = % yi= i—g ylaley

de tensiones queda completamente en términos de la funcién carga g(t) como

1
LG+ Rg+ Eq:Emsen(wt) (14.5)
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quedando una expresién andloga a los sistemas mecdnicos en paralelo; ver ecuaciones (14.1) y (14.2),
de modo que se puede plantear

dz—q+2n%+ 2 —E—msen(wt) =Wy, = i 2n—£ (14.6)
dr? a P9t P=@n=\Tc L '

y resolverlo analiticamente.

Analogia entre los sistemas mecadnicos y eléctricos

La analogia entre el sistema mecanico paralelo ((14.1) y (14.2)) y el circuito oscilante serie RLC
(14.5) se debe al comportamiento andlogo de sus elementos constituyentes.

Tabla 14.1: Analogias de sistemas mecénicos y eléctricos

Sistema | Mecdnico paralelo Circuito eléctrico oscilante serie
m Masa L Inductancia
b Coeficiente de amortiguacién viscosa | R Resistencia
k Constante de rigidez del resorte % Reciproco de la capacitancia
Variable | x Desplazamiento g Carga
Flujo v Velocidad i Corriente
Esfuerzo | F Fuerza aplicada E Voltaje aplicado

La masa de un cuerpo representa la inercia al cambio de velocidad y en el inductor la inductancia
representa la inercia al cambio del campo magnético con respecto al voltaje aplicado.

El amortiguador mecdnico es un disipador de energia al igual que la resistencia eléctrica, la cual
disipa energia en forma de calor.

El resorte almacena energia potencial elastica y la devuelve del mismo modo que lo hace el
capacitor con la carga eléctrica.

Matemadticamente, es conveniente plantear las ecuaciones diferenciales como las derivadas del
flujo, es decir, en términos del desplazamiento para el sistema mecdnico y en términos de la carga
para el circuito eléctrico. Para utilizar métodos numéricos, el sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden se puede reducir a primer orden duplicando el nimero de ecuaciones.

En sistemas dindmicos se define al esfuerzo generalizadoy al flujo generalizado como variables
conjugadas, es decir, su producto es una potencia. En el sistema mecdnico el esfuerzo es la fuerza
aplicada, propiamente dicha, y el flujo es la velocidad. En el sistema eléctrico, el esfuerzo es el voltaje
aplicado y el flujo es la corriente eléctrica. A continuacién veremos un ejemplo electromecénico y
finalmente una analogia més amplia relacionada a los sistemas dindmicos.

Conceptos generales sobre el modelado y simulacion de sistemas elec-
tromecdnicos

Para el planteo de las ecuaciones del movimiento se mostrard el Método de Lagrange, el cual es
aplicable a otros dominios energéticos.

Existen varios niveles de modelado matemadtico que se adectian para utilizar herramientas de simu-
lacién de sistemas electromecdnicos y permiten acoplar fendmenos fisicos de interaccién mecénicay
eléctrica:

= Resolucién directa, calculo simbélico (Mathematica®, Maxima) y numérico (Matlab®, Octave,

NumPy) de:
¢ Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs/ODEs)
¢ Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDPs/PDEs): VE FEM, X-FEM, BEM, IGA.
¢ Ecuaciones Algebraico Diferenciales (EAD/DAEs)

= Resolucién mediante métodos operacionales: ej. Transformada de Laplace (Matlab Simulink®)

= Modelado energético general con Grafos de Enlaces / Bond Graphs (20sim®, Dymola®, Bond-

Sim, OpenModelica).
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Intfroduccién al Método de Lagrange

El método se basa en realizar derivadas sobre funcionales definidos por coordenadas generalizadas
y velocidades generalizas (q;, ..., qn; gi,---, 4n) que definen el estado del sistema, para asi hallar la
relacién con las aceleraciones y por lo tanto obtener las ecuaciones del movimiento; luego, integrando
estas ecuaciones se obtienen las trayectorias que lo describen.

Un funcional hace corresponder funciones y derivadas de funciones de las coordenadas generali-
zadas con un escalar, en nuestro caso, la energia cinética es un funcional y la energia potencial también.
Su suma o resta también serd un funcional. En particular, su resta es denominado Lagrangiano del
sistema

Liq(n),9) = T(q,q9) - Vg (14.7)
——— ——r ~——
Lagrangiano E.Cinetica E.Potencial
y es funcién de las coordenadas generalizadas, del tiempo, y de las derivadas de las coordenadas
generalizadas.

Obtenido el Lagrangiano L(q, g, ) que define a un sistema mecdnico, se plantea a la accién como

la integral del Lagrangiano entre dos tiempos.

17}
S =f L(q,q,)dt (14.8)
t

1

Los sistemas fisicos evolucionan minimizando la accién, es decir, las coordenadas siguen una “trayec-
toria” en que la variacién de la accién es cero, 6 S = 0 y a esto se lo conoce como Principio de Hamilton
o Principio de minima accién. La variacién puede verse como andloga a un diferencial, pero es més
precisamente una perturbacién arbitraria §q del funcional en la direccién de las coordenadas g, que
afecta a sus derivadas ¢ y no afecta al tiempo .

Para explicar esto necesitaremos introducirnos al Célculo Variacional y aplicar integracién por

partes algo complicadas [ , pags. 1-5] que no incluiremos aqui. En forma maés préactica, de la
expresion que minimiza la variacién de la accién se obtiene la férmula de Lagrange:
d ( oL ) oL 1 (14.9)
— | =|-=—= i=1,.,n .
dr\dg;) 0gqi

para obtener las ecuaciones de gobierno del problema fisico (por ej. ecuaciones del movimiento,
eléctricas, electromecdnicas...). Para los casos en que hay fuerzas no conservativas, disipadoras de
energia, la expresion (14.9) no es homogénea y el término derecho debe incluir la sumatoria de fuerzas
no conservativas y no potenciales [ , Cap. 6].

d(OL) oL Q =1 (14.10)
— | —|-=—= : 1=1,..,n °
dr aqi 6‘71’ no potencial

Matemadticamente, la férmula de Lagrange resuelve un problema de hallar el extremo de un funcional
y fisicamente permite obtener las ecuaciones de evolucion del sistema dindmico.

Ejemplo mecdnico
Para un péndulo simple de longitud / y masa m definido por (q; q) = (0;0), mostrado en la Fi-
gura 14.3, se determinan las expresiones de la energia cinética y potencial, de modo de construir el
Lagrangiano
L >

1 _1 -
T(G)—zmv = 2m(l@)

V(0) =-mglcos()

. 1 .
LO,0)=T-V= Em(le)2 + mglcos(0)

Se calculan las derivadas parciales y temporales

oL _ 20
4 (g—fé) = mi20 (14.11)
oL

56 = —mglsen(0)
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D.C.L.

lcosB

Figura 14.3: Diagrama de cuerpo libre de un péndulo simple.

a ser reemplazadas en la formula de Lagrange (14.9) para obtener las ecuaciones del movimiento

mi%6 + mglsen(0) =0

6+ %sen(G) =0

que coinciden con las que ya obtuvimos y sabemos como resolverla.

El método de Lagrange es un método sistemdatico muy conveniente atin en casos muy complejos.
Los pasos son elegir las variables de estado, construir las expresiones de las energias y el Lagrangiano,
realizar las derivadas parciales que exige la férmula. A continuacién vemos un ejemplo del dominio
eléctrico con disipacion.

Ejemplo eléctrico

Figura 14.4: Circuito RLC con fuente de tensién con valor constante E.

En el circuito RLC serie provisto de una fuente de tensién constante de valor E, suministrando
una energia V = Egq, es posible obtener las ecuaciones de la dindmica partiendo también de un
Lagrangiano eléctrico, calculado como la diferencia entre la energia magnética en el inductor (que es
el almacenador de energia magnética) y de la energia potencial compuesta por la acumulada en el
capacitor y la potencial de la fuente (Vyyepnre = —Eq)

1 11
Lg=Tp-Vp==-Lg*-|== Z—E) 14.12
E E—VE 267 (ZCq q ( )

Se calculan las derivadas parciales y temporales

(=)

Lp _ 7 -
a =La

( f) =Lg (14.13)
E

Olg _ _ 4
34 ctE

=)
=~

22ie o
Q)
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a ser reemplazadas en la formula de Lagrange (14.9) no homogénea, es decir, igualada a Qnopotencial =
—Rgq, para obtener las ecuaciones de la dindmica

Li-(-2)=E-rq

. . q
Lg+Rg+—==E
q+ q+C

cuyo lado izquierdo es el mismo que el visto para el circuito RLC de corriente alterna.

Modelado de sistemas electromecdnicos

Los sistemas electromecénicos estdn destinados a convertir energia eléctrica en mecdnica y
viceversa. Para obtener sus ecuaciones de gobierno podemos recurrir al método de Lagrange o bien
utilizar otros postulados conocidos, por ejemplo la Leyes de Kirchoff combinadas con la Leyes de
Newton.

Los dispositivos electromecdnicos mas utilizados en la industria y en el hogar son los motores 'y
los generadores eléctricos, de corriente continua o alterna. Estos dispositivos se basan en las leyes del
electromagnetismo postuladas por Faraday y Lenz.

Motor de corriente continua

El motor de corriente continua (CC) es un dispositivo que convierte energia eléctrica en energia
mecdnica. El motor de CC se caracteriza por su alto torque de arranque y por la simplicidad de su
control, por ello se lo utiliza como motor de traccién en vehiculos eléctricos y locomotoras eléctricas.
Constructivamente, la mayoria consta de un rotor con un devanado de armadura, cumpliendo el rol
del inducido, y de un estator que es el inductor o campo, que en general estd devanado (o bien puede
estar compuesto de imanes permanentes en el caso de dispositivos muy pequefios como juguetes
y afeitadoras). El circuito de armadura requiere de la conexién con el devanado del rotor, el cual se
conecta a dos anillos rotantes sobre los que rozan escobillas' que cierran el circuito. En el motor de CC
como el mostrado en la Figura 14.5, se identifican claramente el circuito de armadura y el del campo.
Esto conduce a dos formas de control:
1. Control por armadura: Se mantiene fija la corriente del campo inductor, i, = cte, manteniendo
un campo inductor constante (en muchos casos el inductor es un imén permanente), y se varia
la corriente en el circuito inducido o armadura i,.

2. Control por campo: Se mantiene fija la corriente en el circuito inducido, i, = cte, y se varia la
corriente del campo inductor i,.

Cuando circula corriente por el inducido, las interaccién entre las fuerzas magnéticas del campo
del estator y el devanado de armadura, hacen que aparezcan pares de fuerzas de accién y reaccion
entre rotor y estator, produciendo un par motor. En el motor, el par motor M acelera el rotor venciendo
las resistencias al movimiento M, = bgw y adquiriendo un momento efectivo M.s = I & hasta llegar a
una velocidad de régimen en que ambos, par motor y resistencias, se equilibran

M-Mg=Myy —  Kia-bpw=10 6 Kic-bjw=1d (14.14)

El par motor M es proporcional a la corriente de armadura o a la corriente del campo, segtin corres-
ponda al controlador.

El modelado matematico para ambas posibilidades de control consistira de las ecuaciones dife-
renciales que modelan su circuito eléctrico en forma «acoplada» con las ecuaciones diferenciales del
cuerpo rotante a mover.

Al girar el inducido, sus devanados cortan el campo magnético inductor, generando una contra-
tensién también denominada fuerza contraelectromotriz, e(t) = f.c.e.m., que se opone al paso de la
corriente (Ley de Lenz) y a la tensién aplicada. Esta tensién debida a la induccién electromagnética

1 Actualmente, estan muy difundidos los motores sin escobillas (brushless) que requieren de un campo rotante
generado electrénicamente (donde la velocidad se controla por modulacién de ancho de pulso de una sefial)
sobre el estator y de un rotor de imanes permanentes; el concepto inverso o generador estd muy vigente para los
aerogeneradores edlicos.
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Va(l) TC) 1e(n)

la
M<Ki, 1)

6
M=Ki,
Figura 14.5: Esquema del circuito eléctrico de armadura (a la izquierda), del circuito del
campo para la excitacién independiente (dibujado inclinado) y de la carga mecédnica que se
acopla al rotor del motor eléctrico.

depende de las caracteristicas constructivas del motor, del campo magnético B del inductor (si es
bobinado depende de la intensidad de corriente i, del circuito del campo inductor) y de la velocidad
de giro w

e(t) = Kgw (1) (14.15)
y en el motor genera un torque o momento
M(1) = Kpig(t) (14.16)

donde las constantes Kg y Kjs en general no coinciden y sus valores dependen del sistema de unidades
elegido.

Para deducir estas dos ecuaciones, primero se determina la fuerza que se genera en un conductor
de longitud L en el cual circula una corriente i, y corta perpendicularmente a un campo magnético
con densidad de flujo magnético B

FY=BLi, (14.17)
en donde si hubiese N espiras, la fuerza es
FM =NBLi, (14.18)

donde B es el flujo @ por unidad de 4rea, que en un rotor se calcula como el drea del rotor dividido por

el nimero p de pares de polos A = 2”’; L Luego, la densidad de flujo magnético se calcula como
O]
B= d (14.19)
2nrL
que sustituida en la fuerza resulta
[ )
szN(—EJLm — F=N-Fi, (14.20)
2nrL 2nr

Estas fuerzas aparecen de a pares en espiras separadas por una distancia r, produciendo el momento

Qp . Qp . .
M=Fr=|N—ig|lr — M=N—i;=Kyi, (14.21)
2nr 2n
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que demuestra la expresion (14.16) y es utilizada en (14.14). N6tese que si la corriente de armadura se
mantiene constante, i, = cte el campo inductor puede variarse ®(i;) con la corriente del circuito de
campo y el momento seria funcion de dicha corriente.

Con un desarrollo similar, se obtiene la f.e.m que se produce cuando la espira se mueve en el
campo By es proporcional a su longitud L y la velocidad de traslacién perpendicular al campo es
v = wr, esta tension se multiplica por el nimero de espiras N

eV =BLv=BLor

(14.22)
e™M =Ne¥ = NBLwr
reemplazando la expresion (14.19) de la densidad de flujo B se obtiene
®p ®p
e()=N|——|Lwor=N—w=Kgw (14.23)
2nrL 2r
se demuestra (14.15).
Por la 2da Ley de Kirchoff, las caidas de tensi6n en el circuito de armadura son
Va(t)—vp—vp—e(t)=0
di, .
Va(1) _LE_R(J ia—Kpw=0 (14.24)

dig .
LE +Ryiq+ Kpw=v4(1)

entonces para el control por armadura las ecuaciones de gobierno del comportamiento electromeca-
nico son

C.l., B = cte; v, = cte; i, = cte (14.25)

va() ~ Kpw = L2 1+ R, i,
I =Kiq-bpw

donde v, el la variable de entrada y e = Kpw es una realimentacién depediente de la variable de salida
w, la diferencia v, — e es una sefial de error que se incorpora en el circuito de armadura resultando
en una corriente i, que genera un momento M = K i, sobre la carga, a este momento se le restan
la resistencias —by w y vencerad la inercia de la carga para producir una velocidad resultante w. En
régimen, i, =0y ® = 0 de modo que i, y w son constantes. En el transitorio de arranque la corriente
puede ser alta y debe limitarse adecuadamente.

Para el caso de control por campo, la ecuacién eléctrica es la 2da ley de Kirchoff para el circuito de
campo, la cual no estd afectada por el f.c.e.m.

¢ sa. ClI., ig=cte (M=k'Bi,=Ki,) (14.26)

ve(t) = LY + Re i
Io=Ki.-bypw

En una condicién bajo carga, las ecuaciones eléctricas no se modifican. Sin embargo, en las
ecuaciones mecdanicas de (14.25) y (14.26) habra que considerar el momento de inercia I; de la carga
(y eventualmente el del acople) que se debe sumar al del rotor, el momento constante M de la carga a
vencer y algin momento de friccion My que aparezca

(I+I))w=Ki.—byw—Mp— My (14.27)

Cabe mencionar que la descripcion constructiva del motor y de su operacién es mas compleja.
Entre ellos, no se han mencionado las diferentes formas de conectar los devanados de armadura y
de campo, los solenoides de correccion de desviaciéon de campo magnético, las curvas de torque en
funcién de la velocidad y la corriente en cada caso, etc. El conocimiento de estos detalles exige un
curso especifico de Maquinas Eléctricas.

Estas ecuaciones que se presentaron se pueden resolver convenientemente en forma analitica o
utilizando simulacién numérica en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia, es decir,
utilizando el Método de Laplace.
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Nota para los alumnos

En Matlab® se pueden programar estas ecuaciones y simularlas utilizando paquetes de ODEs
en el dominio del tiempo y para el dominio de la frecuencia posee muchas herramientas desarro-
lladas en Simulink® que permiten disenar, analizar y compensar sistemas de control, que se estu-
diardn en profundidad en la materia de Control Automatico. En Matlab existe un toolbox especifico
SimPowerSystems® en donde el motor eléctrico ya tiene su construccién en bloques; usaran estas
herramientas en la materia de Sistemas de Potencia junto con otros programas de simulacién de redes
eléctricas como PSS/E® de Siemens y PowerWorld®. En propésito de esta materia es que apliquen
correctamente los conocimientos de mecédnica cuando estos conceptos estén incluidos o sean datos
de entrada necesarios.

Modelado de sistemas dindmicos

Los sistemas dindmicos pueden modelarse utilizando muchos enfoques. Un enfoque holistico
utilizando la teoria general de sistemas es a veces demasiado general. En ingenieria, tanto para analizar
problemas simples como complejos, es conveniente utilizar un modelado basado en transferencias y
conversiones de energia y en separar el problema en dominios: eléctrico, mecanico (térmico, hidrdulico,
acustico), biolégico, social, econémico, etc. Entre los dominios existen analogias entre variables,
pardmetros y comportamientos que facilitan el predecir cémo se va a comportar un sistema dado
cierto modelo y condiciones iniciales.

Una simplificacién que permite analizar problemas dificiles y acoplados es tener en cuenta
sistemas dindmicos con elementos con relaciones constitutivas lineales(siempre dependiendo del
problema en mano, un grado de complejidad mayor y mds realista es considerar sistemas no lineales y,
ain mejorado, considerar algunas variables aleatorias). Para facilitar el manejo de sistemas dindmicos
complejos se han desarrollado métodos graficos: el tipico diagrama en bloques basado en sefiales,
el método basado en enlaces de potencias o diagrama de enlaces (Bond Graphs), y actualmente,
un nivel con menos abstraccion, existen métodos basados en componentes y subsistemas. En el
diagrama en bloques, la sefial puede ser unidimensional o compuesta de miltiples variables de estado
o intermedias. En el diagrama de enlaces, la sefial es bidireccional y conduce en un sentido el esfuerzo
y en el otro el flujo, la flecha indica el sentido de flujo de la potencia y un trazo transversal indica hacia
donde va el esfuerzo o bien desde donde parte el flujo, especificamente, expresa la relacién entre causa
y efecto.

En los sistemas dindmicos energéticos, se utilizan simbolos generalizados que representan 4
variables de los sistemas. Primero, se distinguen las variables de potencia

= e(1): esfuerzo generalizado

= f(#): flujo generalizado
en donde el producto del esfuerzo y el flujo es una potencia. Relacionadas a cada variable de potencia,
estan las variables de energia

= p(1): momentum o impulso generalizado

= q(1): desplazamiento o carga generalizada
de modo que el momentum es la acumulacién de potencia en el tiempo y la carga es la acumulacién de
flujo en el tiempo. Entonces la energia admite dos representaciones, una en términos del momentum
y otra en términos del desplazamiento

E(t)=f(Potencia)dt=fe(t)f(t)dt=fe(q)dq(t) =ff(p)dp(t). (14.28)

E(q) E(p)

Una decisién importante en un modelo fisico es elegir las variable de estado. Estas variables definen
la configuracion fisica en el estado actual y a través del modelo matemético deben permitir obtener,
por célculo, el estado siguiente. Como regla es conveniente elegir las variables de energia sobre los
elementos activos almacenadores de energia (por ejemplo, masas e inercias, inductores, etc.) y pueden
ser variables de carga o flujo.

En la Tabla 14.2 siguiente se muestran las variables generalizadas para diferentes dominios.

También se definen simbolos generalizados para los pardmetros usados en las leyes constitutivas
de elementos, es decir, para definir las leyes entre las variables generalizadas:
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= [: inertancia generalizada
= R: resistencia generalizada
= C: compliancia generalizada

Como ejemplo de diferentes dominios, se presentan las constantes en la Tabla 14.3.
Las ecuaciones de la fisica que se pueden obtener con estas variables y operando en forma integral

o multiplicando por constantes de elementos, seglin se expresa en el tetrahedro de estado mostrado
en la Figura (14.6).

Tabla 14.2: Variables generalizadas, simbolos y unidades en el S.I. para varios dominios

Variable generalizada
Variables de potencia Variables de energia
Dominio Esfuerzo Flujo Momentum Carga
e(r) f® p(1) q(zr)
Velocidad Momentum | Desplazamiento
Fuerza . . .
lineal lineal lineal
Traslacion F(1) v(t) p(t) x(1)
N m/s Ns m
L. Velocidad Momentum | Desplazamiento
Mecanico Momento
angular angular angular
Rotaciéon M(t) w(t) H(t) 0(1)
N.m rad/s N.m.s rad
. . Vinculo
Voltaje Corriente de flujo Carga
Eléctrico v(t) i(t) A1) q(1)
\Y% A V.s C
.. Caudal Momentum
Presion . . Volumen
volumétrico de fluido
Hidréulico P(p) Q1) pr(1) V(t)
Pa m3/s Pa.s m3

Figura 14.6: Tetrahedro de estado permite obtener, siguiendo las flechas, las expresiones
generalizadas entre flujo, esfuerzo, carga y momentum generalizados; se debe integrar o
multiplicar por la constante de la flecha.
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Tabla 14.3: Constantes generalizadas, simbolos y unidades en el S.I. para varios dominios

Constante generalizada
. Resistencia Inercia Flexibilidad
Dominio
R I C
I 1
Constante de nversa de la
. . Masa constante de
amortiguamiento ..
rigidez del resorte
Traslacion b m T
N-s/m kg m/N
Inverso de la
Amortiguamiento | Momento de constante de
. Angular inercia de masa | rigidez del resorte
Mecanico
angular
Rotacién by 1 kig
(N-m-s)/rad kg'm2 1/(N-m
Resistencia Inductancia Capacitancia
Eléctrico R L C
Q H F
Resistencia Inductancia Capacidad de
del fluido del fluido almacenamiento
Hidraulico Ry Iy Cr
Pa-s/m3 Pa-s?/m3 m?/Pa

Modelado con Diagramas de Enlaces

Los diagramas de enlaces, como ya se menciond, consisten de un medio gréfico de representar
un sistema dindmico en donde cada enlace (i) representa el flujo de potencia dentro de un sistema y
(ii) transmite dos variables, el esfuerzo en un sentido y el flujo en el otro. El conjunto de elementos
bésicos con patrén comtn es pequeiio (R, C, I, Se, Sf, TF, GY, 0, 1) de los cuales, (R, C, I, Se, Sf) son de
un puerto, (TF, GY) son de dos puertos, y (0, 1) son multipuertos. El modelado con estos diagramas ha
avanzado mucho y se han propuesto elementos particulares que no describiremos aqui. Basicamente,
las definiciones en las que se basa el método son las siguientes:

1. Causalidad: Es la relacién causa-efecto. Silas causas de un evento pasado son integradas para
producir un efecto presente, la causalidad es integral. Si la diferenciacién de la causa en el evento
presente determina un efecto del futuro, la causalidad es diferencial. Ya que el pasado se conoce
mejor que el presente, la causalidad integral es la preferida para elementos que almacenan
energia. Graficamente se presenta como una barra transversal cruzada al inicio o fin de la flecha,
indica a dénde se dirige el esfuerzo o de dénde parte el flujo.

2. Fuentes: Son elementos de 1 puerto para proveer de esfuerzo o flujo constante al sistema. Es
una fuente ideal.

= Fuente de esfuerzo Se: Provee de potencia al sistema de modo tal que el esfuerzo es
constante y el flujo varia con la carga del sistema. Ejs. Baterias o fuentes de voltaje, fuerza
gravitacional, etc.
= Fuente de flujo Sf: Provee de potencia al sistema de modo tal que el flujo es constante
y el esfuerzo varia con la carga del sistema. Ejs. Fuentes de corriente constante, fluido
provisto por una bombia, etc.
Graficamente las flechas se alejan de los elementos Se 6 Sf, la potencia fluye en la direccién de
la flecha hacia el sistema.

3. Unién de energia 0y 1: La unién de energia expresa la conservacién de la energia, es decir, la
energia que entra a la unién debe ser igual a la que sale. En términos de potencia debe ocurrir lo
mismo, por ejemplo, silas potencias P; = e; f1 y P3 = e3 f3 ingresan a una unién y sale P, = e, f5,
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la conservacion de la energia en un diferencial de tiempo indica que
P+P3=P, (14.29)
esh+esfs=exfe (14.30)
de aqui surgen dos posibilidades,
= Unidn de esfuerzo o “unién 1”: el flujo el mismo f; = fob = fs5=f yen
eifitesfs=exfr
fler+es)=fer
se obtiene
estes=e;  fi=f=f (14.31)
y generalizando
fi=f Ilei=0 i=1l..,n (14.32)
» Unidn de flujo o “unién 0”: el esfuerzo es el mismo e; =e» =e3 =eyen
61f1+63ﬁ), = €2f2
e(i+f3)=efo
se obtiene
h+fz=f e=e=e (14.33)
y generalizando
ej=e . fi=0 i=1,...,n (14.34)
Claramente, para el caso eléctrico en que el esfuerzo es la tension y el flujo es la corriente, estas
uniones expresan las leyes de Kirchoff para voltajes y corrientes, més conocidas como LVK y
LCK, o como ley de mallas y ley de nodos, respectivamente.
4. Acumulador: Es un elemento de 1 puerto en donde se almacenay libera energia; puede consistir

de un elemento inductivo (energia cinética/magnética) o un elemento capacitivo (energia
potencial/campo eléctrico). Ambos tienen diferentes ecuaciones consitutivas y se considera
que no disipan energia. El inductor relaciona momentum y variables de flujo, p(¢£) = I f(f) y
f)= %p(t). El capacitor relaciona esfuerzo y variable de carga (desplazamiento), e(t) = %q(t)
y q(#) = Ce(t). La flecha del enlace apunta hacia el elemento C6 1.

Disipador: Es un elemento de 1 puerto resistivo R en donde se disipa energia, principalmente
en forma de calor o friccién. Como su relacién constitutiva, e(t) = R f(t), es algebraica, no es ni
diferencial ni integral, su causalidad es arbitraria, la flecha va dirigida hacia el simbolo R pero la
barra de causalidad puede ir en cualquier extremo (a los fines de deducir las ecuaciones).
Transformadores: Transmiten la potencia de un lado al otro, (idealmente) no la almacenan ni la
disipan. Las ecuaciones constitutivas que relaciona el esfuerzo y flujo de entrada con el esfuerzo
y el flujo de salida, respectivamente son ex(f) = Nej () y fi(t) = N f>(t), donde claramente
et = (%) (N f>) = e» f>. Son ejemplos (ideales sin considerar rozamientos ni pérdidas), el
transformador eléctrico, la transmisién por engranjes, el subibaja, la palanca mecénica, la
bomba hidrdulica de 16bulos, y hay muchos otros.

Transductores: Es un elemento de dos puertos que no es ni actuador ni sensor, es un transductor
de potencia entre dos dominios (por ejemplo, el eléctrico y el mecénico en un motor de CC),
recibe una variable de esfuerzo y flujo, e, (t) y f1(t), como entrada en un dominio (electrico:
voltaje de entrada) y entrega una variable de esfuerzo y flujo, e»(t) y fi(¢), como salida en
otro dominio (mecénica: velocidad angular de salida) en donde la variable de esfuerzo de un
dominio se relaciona linealmente con la de flujo del otro y viceversa, es decir, e; () = M fi(£) y
e1(t) = M f>(1). Al elemento se lo denomina girador y se lo simboliza con GY por gyrator.

Otro ejemplo es el tranductor piezoléctrico velocidad de deformacién de entrada en voltaje
salida. En los simuladores de Bond Graphs (por ejemplo, 20Sim [ ] o en Simscape de
Matlab) el motor eléctrico viene provisto como bloque predefinido.
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Cabe destacar que la primera aplicacién de los Bond Graphs desarrolada por Henry Paynter
[ ], surgié de analizar la analogia eléctrica, mecdnica, e hidrdulica y se utiliz6 para simular la
generacion hidroeléctrica partiendo de la energia de una represa de agua; ver Figura 14.7. Paynter
identifica la analogia en transmision (flujo de fuido en tuberias y flujo de corriente eléctrica), en
transduccién (la turbina transforma flujo de agua en movimiento mecédnico de un eje mientras que el
generador eléctrico transforma la energia mecdanica del eje en corriente eléctrica alterna polifasica) y
en el control (los reguladores de velocidad de la turbina son andlogos a los reguladores de voltaje del
generador).

(a) PICTORIAL DIAGRAM Load Cenm\‘
A~ - —— - — bt R Transmission S\ 1:5‘
Surge Tank EI A
Static s
'Head |
\ Conduit = ] (Generator
Penstock :.[ T nl‘
: ‘.f 8 Governor
AT E —
Turbine = +2 i :; ilrace
() BOND GRAPH g e
. Oraft Yube AT
Reservoir System Bus
Fiuid Power | P
gl Turbme -1 > Generator =~ 0 —> Etectrical Power
Transmission A ' Transmission

]
$
13
1

4

Vollageé-- -
Governor<- Regulator<----

Figura 14.7: Aplicacién de Bond Graphs al modelado de una planta hidroeléctrica por H. M.
Paynter, 1961 [ I: (a) Esquema fisico; (b) Diagrama de Bond Graphs.

Para un diagrama de BG, s6lo si es consistente con ciertas reglas de causalidad y convenciones,
existe un algoritmo que permite establecer las ecuaciones de la dindmica o ecuaciones de estado.
Luego, se resuelven computacionalmente y se puede analizar la respuesta para una entrada dada.

Para mostrar un ejemplo simple de un digrama de enlace reutilizaremos el motor de corriente
continua con control por corriente de armadura, como se muestra en la Figura 14.8.

1Ly

|
Se —1—GY—1—1
“Va L 'K L i
R R: by

Figura 14.8: Diagrama de Bond Graphs de un motor de corriente continua.

Si al motor de CC le adosamos una carga con una caja reductora por engranajes de relacién n: 1,
momento de inercia de la carga I, y coeficiente de amortiguamiento a la rotacién by, el digrama de la
Figura 14.8 se modifica como muestra la Figura 14.9. N6tese la simplicidad del diagrama al agregar
objetos desde una pequeiia cantidad de elementos (R, C, I, Se, Sf, TF, GY, 0, 1).

Para obtener las expresiones de la ecuaciones se siguen pasos que consideran las leyes de la fisica
generalizadas.
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I:L, I:1I
Se —1—GY—1 TF 1 |
1V L K L t(n:1) 1.
R: R, R: by R: by

Figura 14.9: Diagrama de Bond Graphs de un motor de corriente continua con carga.

1. Asignacién de causalidad: Se analiza la causa y el efecto (en lo cual pueden encontrarse conflic-
tos) asignado la causalidad dictada por las leyes de la fisica en el siguiente orden: necesaria (Se
y Sf), restringida (TF, GY, 0, 1), preferencial (I, C), arbitraria (R). Luego de cada asignacion se
deben evaluar todas las formas de propagarla a los otros elementos vecinos. Puede haber més
de una asignacion factible.
2. Se enumeran los enlaces (consiguientemente la variable de esfuerzo y flujo tendré el indice del
enlace).
3. Seidentifican las variables de estado (de preferencia las variables de energia en almancenado-
res).
4. Seleen las ecuaciones asociadas a los enlaces siguiendo la causalidad y utilizando las leyes de
los componentes y sus ecuaciones constitutivas.
Esto es analizado automdticamente en el c6digo de un software pero puede hacerse manualmente
siguiendo el algoritmo. Por ejemplo, utilizamos el motor de CC sin carga de la Figura 14.8 [ ,
p-157]. Los dos primeros pasos se identifican en la Figura 14.10

_I_: L,
[ fZ
9] €4 €5 e7
S [1] GY |1 1
v, A 5 A k6 f N
es| f3 es | fo
R:Ra R:bg

Figura 14.10: Diagrama de Bond Graphs de un motor de corriente continua con causalidades
indicadas (en las barras transversales) y con enlaces numerados en variables de esfuerzo y
flujo.

Luego, se eligen como variables de estado a las variables de energia p» y p7.

1. e; = v,(1t) enla fuente Se

2. e} =ey+e3+eq enlaprimeraunion 1

3. fi=fo=f3= fuidem

4. e3 =R, f3 enlaresitencia R

5. fo= Liafegdt = f—i en el inductor I

6. es=Kf;enel GY

7. e4 =K f5idem

8. es5=eg+ ey enlasegunda union 1

9. fs=f6=fridem
10. eg = bg fs en la resitencia rotacional R
11. f7= %fe7dt = ? en la inercia rotacional I
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Claramente podemos ahora clasificar lo que devuelve cada elemento al sistema

e =040
= e3=Ruf3
. D2
Z_La
" e5=Kfy
n e4:Kﬁ-)
= es=Dbyfs
. f=b

y combinarlo con las ecuaciones de unién de energia (conservacién) para enunciar las dos ecuaciones
de estado en el enlace 2 y 6. Para el enlace 2 se obtiene

P2=e2

= e — e3 — e
~— —~

1) (4) (7)
=v4(t)-Rs f3 -K f5
—— ——
(3)y(5) 9yan
p2 p7
=v4(t)—R;— - K—
a(t) a 7

Para el enlace 7 se obtiene

p7=e7
= €5 — €5
——
(6) (10)

=K fi —-bs fo
— N

3)y(5) 9yQ1)
by,
L, I

Finalmente estas dos ecuaciones de estado se pueden escribir como el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

{P'Z: S (14.35)

s — b2 p7
P7—Km—b97

que son similares a las ecuaciones obtenidas para el motor de CC que ya hemos descripto, aunque para
facilitar la comparacién con las ecuaciones vistas en las ecuaciones (14.25), debemos considerar que
los impulsos adquieren los valores p» = L, i,y p7 = I w, éstos deben reemplazarse en el lado derecho
de las ecuaciones (14.35) y sus derivadas en el lado izquierdo.

La expresion en variables de estado también puede escribirse en forma matricial

(1) = Azx(t) + Bu(r) (14.36)

de modo que ordenando las variables de estado y sus derivadas en los vectores x(#) y &(¢) respectiva-
mente, el vector de entradas en el vector u(f) y las constantes matrices cuadradas constantes Ay B.
De este modo, las ecuaciones del motor resultan

Rq
P2| _ |7, ~T|. [P va(t)]

2| _ | L P2, 14.37
lm] £ - [m] 0 (47

Existen muchos algoritmos y métodos numéricos para resolver la ecuacion de la forma de espacio de
estado e incluso permite realizar andlisis detallados de su estabilidad utilizando teoremas avanzados
de élgebra lineal. Para completar la informacién acerca de sistemas lineales, la salida observada o
medible y(t) de un sistema no siempre coincide con las variables de estado y en una primer forma
simplificada se puede asumir que depende linealmente de las variables de estado x(¢) y de las entradas
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de control u(#). Luego, a la ecuacién del modelo se le debe adicionar otra ecuacién de salida o de
observacion

{:i:(t)zA.’B(t)+Bu(t) (14.38)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Estas ecuaciones modelan a sistemas lineales con coeficientes invariantes en el tiempo y son objeto
de estudio en problemas de control avanzado. El propdsito de presentar esta ecuacién aqui, algo
compleja para un alumno de 2do afio, es conocer que nuestro modelado dindmico (conocido como
modelado de la planta y que permite conocer cémo evoluciona el sistema en el tiempo) forma parte
de un sistema mds amplio de ecuaciones que abarca a su sistema de control, es decir, del modelo que
nos permite disefiar el comportamiento deseado o especificado del sistema.

Modelado con dominio en frecuencia

La Transformada de Laplace permite convertir ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes
constantes (en el dominio del tiempo #) en expresiones algebraicas en el dominio de la frecuencia
(en una variable compleja s). El método pertenece a los llamados métodos operacionales basados en
transformaciones integrales de funciones y distribuciones. Dada una funcién f(¢) definida para ¢t = 0,
al aplicar el operador £ se obtiene la transformada de Laplace F(s) calculada mediante la integral

F(s) =££{f(t)}=f e ' f(ndt (14.39)
0

Las expresiones transformadas en muchos casos se reducen facilmente mediante operaciones
de 4lgebra de polinomios buscando expresiones mimimas para la relacién entre la transformada
de la entrada y la transformada de la salida. Dicha expresion es la funcién de transferencia, la cual
multiplicada por la transformada de la salida permite obtener la funcién de entrada. La expresion final
de este producto puede antitransformarse utilizando la integral

Jjoo
f(t)sz‘l[F(s)]z—l. f F(s)e’lds (14.40)
2jm J-joo

y volver al dominio del tiempo, hallando asi la expresion analitica de la respuesta en funcién de las
entradas para todo tiempo. Usualmente los ingenieros llevan a las expresiones en el dominio en
frecuencia a formas simples cuyas antitransformadas estdn tabuladas y se evita el cdlculo de estas
complejas integrales. El método permite resolver ecuaciones de la dindmica del sistema fisico, pero
ademds, permite analizar la estabilidad y disefiar sistemas para que sean estables (compensar). La
habilidad de analizar dichas graficas de estabilidad es de gran utilidad para los ingenieros. Todos estos
conceptos serdn dictados en profundidad en la materia Control Automaético del cuarto nivel.

En el motor de corriente continua se debe transformar la ecuacion eléctrica y la mecénica para
luego y vincular la entrada (voltaje de armadura) con la salida (velocidad angular del motor). Dadas las
ecuaciones diferenciales del motor

dig :
va.(t)—{Qu:L%+Ra ia (14.41)
Jo=Ki;—bgw
la trasnformada de Laplace resulta en
Va(s) — KQ(s) = Ls(14(8) = i(0)) + Rq I4(5) (14.42)
Js(Q(s) —w(0)) = K1,(s) — by Q(s)

asumiendo las condiciones iniciales i, (0) = 0 y w(0) = 0, se despeja la transformada de la corriente de
armadura de la ecuacién mecdanica

(J s+ bg)Q(s)

I,(s) = K

y se la sustituye en la ecuacién eléctrica para eliminarla

Va(8)=(Ls+ Ry I, (8) + KQ(s)
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quedando el voltaje de armadura de entrada como funcién de la velocidad angular de salida

2
)Q(s) L KQ(s) = (Ls+Ru)(]I§+b9) +K Q)

Js+bg

Vals) = (L3+Ru)(

luego de pasos algebraicos, la salida puede expresarse en funcién del voltaje de entrada como

K Q(s) K
Vals) — =
(Ls+Ry)(Js+ bp) + K? Va(s)  (Ls+Ry)(Js+by) +K?

Q(s) =

funciéntransferencia

Reemplazando las constantes por sus valores se puede antitransformar esta expresion para obtener
() como funcién de v,(f) que es la funcién buscada. Ademas, se pueden obtener otras relaciones en
el dominio de la frecuencia, operarlas algebraicamente y obtenerlas luego en el dominio del tiempo.

Del estudio de la funcién de transferencia se pueden determinar las constantes de tiempo me-
canica Tty = bie yeléctricatg = R%' La constante mds lerda domina el comportamiento dindmico, se
conoce que el sistema llega a régimen aproximadamente a 57. También se puede utilizar el teorema del
valor final en el dominio de la frecuencia para conocer con exactitud el valor de régimen o estacionario
de la salida (a tiempo infinito). Las expresiones en dominio de la frecuencia se pueden analizar en
diagramas en bloques de Matlab Simulink.

Comentarios acerca de herramientas de simulacion

En OpenModelica, que es de c6digo abierto y tiene una interfaz de ingreso de datos denominada
OMEditor, el esquema del motor eléctrico es un modelo ya provisto entre los ejemplos y tiene una
interfaz grafica para la carga de las constantes y especificaciones para la simulacién. Otro programa
libre que tiene orientacién a ecuaciones y construccién por diagramas en bloques es Scicos de Scilab
(INRIA, Francia) que utiliza el lenguaje ModelicaC.

El toolbox Simscape de Matlab permite una simulacién entre multiples dominios: eléctrico, mag-
nético, electrénico, fluidos (hidraulico/neumadtico), mecdnico, térmico, sistemas multicuerpo flexibles
(ex-SimMechanics), sistemas eléctricos de potencia (ex-SimPowerSystems) y en especial sus combina-
ciones acopladas.

El software, Simcenter Amessim de Siemens, también comercial, tiene capacidades similares al
Simscape y soporta comunicacién con Matlab, Modelica y otros cédigos.

Esta tendencia de simulacién multidominio es sugerida por el avance tecnolégico y la complejidad
de los nuevos productos en el cual, la simulacién por computadora, permite reducir costos en el
tiempo de desarrollo y experimentacién en los prototipos y disefios iniciales. Parte de la tendencia es
utilizar representaciones graficas sin tener que atender a las causalidades, es decir, que el software
tenga un enfoque orientado a ecuaciones (bloques de subsistemas) y no a sefiales que deban seguir un
determinado sentido de flujo. Esto puede verse en la evolucién de Simulink a Simscape o en el empleo
que hace Dymola con Modelica.

El autor considera que es importante estar actualizado en estas herramientas computacionales ya
que los ingenieros de todo el mundo realizan andlisis y disefio de sistemas por computadora.
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