Generalidades

1: Generalidades

Espectro densidad de energia de una senial. Espectro densidad de potencia. Funciones
de correlacion para senales de energia. Funciones de correlacion para senales de
potencia. Relacion entre correlacion y convolucion. Relacion entre la autocorrelacion y
las seriales de energia finita. Relacion entre autocorrelacion promedio y seniales de
potencia. De la incorrelacion de seriales.

1.1 Espectro densidad de energia de una seinal

Es muy Ttil, trabajar con la energia normalizada de una sefial f(t). Esta se define
para una resistencia normalizada de 1 Ohm, como:

E= sz(t)dt (1.1.1)

El concepto tiene validacion como significante, si la integral es finita, cuando esto
ocurre a dichas sefiales se las llama de energia. Si F(w), es la transformada de Fourier de
la funcidn, entonces:

f6) = j F(w)edo  (1.1.2)
2 =,
reemplazando en 1.1, la energia queda
E= j f(t)[— j F(w)e’ a’a)}dt (1.1.3)
i 2 2,
intercambiando el orden de integracion y operando
E= j F(w)| — j f(H)e’dt ldo = — j F(o)F(~o)do (1.1.4)
i 2 2 2r

sabemos que
F(w)=F(-0)=[F(@)] (1.1.5)

reemplazando 1.1.5en 1.1.4

E = _]';fz(t)dt = i_]i[F(a))]zda) - IO[F(Q))]Z df _ 2I[F(a))]2df (116)1

! Esta expresion de manera generalizada se la conoce como el teorema de Parseval
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definiendo a [F (a))]2 , como el espectro densidad de energia.
[F(o)] =¥, (0) (1.1.7)

para lo cual se puede expresar la energia de una sefial como

T 2 1 % < ©
Ez__[of (t)dtzﬁ:[o‘l’f(w)da): _J;O‘I’f(a))df:2-([‘l’f(a))df: (1.1.8)

Para que la energia se obtenga en Joules, se ve claramente que las unidades de
¥, (®), seran Joules / Hz. Esto representa el aporte de energia que realiza cada

componente espectral que forma la senal f(t).

1.2 Espectro densidad de potencia

Existen otras sefiales, tales como las periodicas, donde la integral 1.1, es infinita 'y
el concepto de energia no tiene sentido. En estos casos se considera el promedio de
energia en el tiempo, lo que implica definir la potencia media de la seial.

Se denomina a estas sefiales de potencia, definiendo como potencia media de una
sefial, al promedio de potencia disipada por un resistor de 1 Ohm, al aplicarsele un
voltaje (o corriente) f(t). Esta definicion significa expresar también el valor cuadratico
medio de la sefial lo que se sintetiza de la siguiente manera:

L 7

P:fz(t):lim?_gfz(t)dt

(1.2.1)

T —>

Para Poder utilizar el mismo procedimiento del calculo de la energia, es que
comenzamos por definir una cierta funcion periddica f.(¢), cuya longitud es de un solo

periodo.

fﬂ03ﬂ0+H=%
(12.2)

f0=0-1]2%

De donde al tomar los limites de integracion entre oc y -oc para la nueva funcion,
queda la f(t) y esto permite trabajar con la transformada de Fourier

* 7
[r2ar= [ rwd (123)
~ 7
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definiendo la transformada de la nueva funciéon como F; (w)y utilizando la definicién
de energia 1.1.6

% © 2 © 2
i T 2= Tl g = Tiim @)
P_zzmT_lAfT (e =—— __[Olzm . da)—:[olzm Y a4

T —> x T —> o T —>

definiendo el espectro densidad de potencia como

S (@)= zz‘mP;TL)| (1.2.5)

T — o

se puede expresar la potencia

7 - w ©
— 1 2 1
P=1(t)= lzm?_l/f (t)dt = g__[osf (@)do = _.[OSf (@)df = 2.£Sf(w)df (1.2.6)

T > ©

Se ve claramente que el espectro densidad de potencia, representa el aporte de
potencia debido a cada componente espectral de la funcién. La unidad sera watt / Hz o
también Watt. Seg. / radianes segln sea el eje de las frecuencias o de las frecuencias
angulares.

1.3 Funciones de correlacion para sefiales de energia
Dadas dos funciones f,(¢)y f,(t), se define como funcion de correlacion R,,(7)

Ry(0) = [ /i(0)- f(t=0)dt = [ fit+7)- f(Odr  (13.1)

De la misma manera se puede definir la funcion de correlacion R, (7)entre

L@y £ (@)

Ry(D)= [/, fit=D)dt = [ fo(t+7)- it (1.3.2)

Pedro E. Danizio Pdgina N° 5



Generalidades

Si el proceso se hace sobre la misma funcion, este se denomina autocorrelacion
R, (7) y se la expresa

R, (1) = _[f(t)-f(t—r)dtz jf(z+r)~f(z)dz (1.3.3)

Es posible demostrar que R,,(7) = R,,(-7) yque R, (7) =R, (-7)

1.4 Funciones de correlacion para sefiales de potencia

. c g 2 .y .
Para funciones periddicas®, se define la correlacion promedio, entre f (¢)y

f,(t)a R, (7)tal que

- 17 m
R12 (Z‘) _ hm?_J.Tfl(t).fz(z—z')dtlemF_J.Tfl(f"‘T)'fz(t)dt (1.4.1)
T —> T — o0

Con el mismo criterio es posible definir la correlacion promedio entre f,(¢)y
f.(t)a R, (7)tal que

- - 1t
R (1) = Izm?_jrfz(t)-fl(t—r)dt=Izm;_J‘Tf2(t+r)~f1(t)dt (142)
T — oo I' > o

Si el proceso se realiza con la misma funcion, entonces estamos en presencia de la

autocorrelacion promedio R/ (7)

_ e m L
R/ (1) = llm?_.';f () f (t—r1)dt = llmF_J;f(l+T)'f(t)dt (1.4.3)
T — oo I' > o

Con las mismas consideraciones que para las sefales de energia, es posible

demostrar que R_lz(r) = R_n(—f) y Ry (r)= R_f(_f)

2 Debe tenerse en cuenta que el contenido de energia es infinito, para lo cual se trabaja con la sefial en un periodo
T, tal como se analizo en el contenido de potencia 2.6
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.y .y ., 3
1.5 Relacion entre la correlacion y la convolucion

La vinculacidon entre la correlacion de dos funciones y la convolucién de las
mismas es

R,(@) = /i) = f3(=)  (1.5.1)
Para demostrar recordamos la definicion de convolucion entre f,(¢) y f,(?)
LO* L0 = [L0)Lot-0de (152)

La convolucion de f,(t) y f,(—t)sera

LO* £, = [ ()£, =t =0)dx= [ f(0).fo(x—t)dx  (1.5.3)
Cambiando las variables x =¢ y ¢ = 7 y reemplazandolas en 1.5.3, nos queda

Tﬁ(t).fz (t—7)dx (1.5.4)

Se ve claramente que la resultante en 5.4 es la misma expresion desarrollada en
3.1 que es la correlacion entre dos funciones. De donde queda demostrada 1.5.1.

R,(0)=fiO* f,(=0)  (1.5.1)

1.6 Relacion entre la autocorrelacion y las sefiales de energia finita

Es posible analizar de una manera muy sencilla esta relacion y la importancia de
la misma, simplemente encontremos la transformada de Fourier de la autocorrelacion de
una sefnal de energia.

S{]gf(t)f(t—r)dt }: Tej“’{off(t).f(t—r)dt}dr (1.6.1)

—00

= ]Zf(t){ Tf(t - r)e””dr}dt = ]zf(t)ej“”dt.F(a)) (1.6.2)

F(-0).F(o) = |F(a))|2 =¥, () (1.6.3)

3 Por razones de practicidad se realizardn los andlisis para sefiales de energia, pero estos conceptos son extensibles
a las de potencia.
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Se ve claramente que la transformada de Fourier de la autocorrelacion es la
densidad espectral de energia!, tal que la antitransformada del espectro da la
autocorrelacion de la sefal.

IR, () =¥, (@) (1.64)

3, @)]=R, () (1.65)

Este concepto es muy importante y permite recuperar sefales en presencia de
ruido, esto se analizara mas adelante.

1.7 Relacion entre autocorrelacion promedio y seiiales de potencia

Aplicando la 2.3 a la definicién de autocorrelacién promedio nos queda

r

_ 1% L [
R(r)="m7 |1 O =i=lm [0 fre=0dt 5,
T — oo

T —

Calculando la transformada de Fourier a lo expresado.

S‘E f(z')‘ = ]; [ﬁm%ifm)-fr (t —7)dt |’ dt (172)

T —

. 1 < Jjor . 1
lim- _jwfr(z)-FT(w)e di =lim-_F(-0) F(@)=S(@) 73

T = T — o

Se ve que la transformada de Fourier de la autocorrelacion promedio es la
densidad espectral de potencia y la antitransformada de la densidad espectral de
potencia es la autocorrelacion promedio.

IR, (D) =S, (@) (1.74)

3's,(@)]=R, () (1.7.5)

* Esta expresion se la conoce como el teorema de Wiener -Kintchine
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1.8 De la incorrelacion de seriales

Dos senales no estan correlacionadas si se cumple que

r T T

_ 1} 17 17
Rf(r):zzm?ijl(t)-fz(t—r)dt: lim— J;fl(t)dt lim— J;z(t)dt (18.1)

2 2 2

T — T > w T > w

Si una de las sefiales (o las dos) tiene valor medio cero el resultado es cero.
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