24 de mayo de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

Guia 3. Circuitos de primer y segundo orden

Ejercicio 1.

Calcular y graficar la respuesta vc(t) parat > 0 de la figura 1, si estuvo conectado
a la fuente por un tiempo suficientemente grande como para considerar extinguido
el régimen transitorio.

4K t=0
80V — 12KQ O,lF% ve(t) 3092
OO
200mH

Figura 1: Respuesta natural de vs(t) para t > 0.

Ejercicio 2.
Hallar la respuesta ir,(¢) del circuito de la figura 2 para t > 0.

t=0

40
I )
80V T 40 U S 1omH

Figura 2: Hallar i,(¢) para t > 0.

Ejercicio 3.

Calcular y graficar la respuesta i, (t) para t > 0 del circuito de la figura 3, si estuvo
conectado a la fuente por un tiempo suficientemente grande como para considerar
extinguido el régimen transitorio.

1092
0,2A 10Q
iL(t) 10mH

Figura 3: Respuesta natural de ir,(¢)V¢ > 0.

Ejercicio 4.
En el circuito de la figura 4a se conecta el capacitor a la fuente de V3 en t = 0
(posicién 1), luego de un tiempo ¢ = ¢’ se cambia el interruptor conectando la fuente
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de V3 (posicién 2). Siendo la respuesta de la tensién del capacitor vc(t) la del grafico
de la figura 4b, calcular el tiempo ¢ = t' del cambio de interruptor, y la resistencia
Ry del circuito.

I R
1,6KQ ) 1 Ry -

I
4 /L
VQT 5OOHFT’U0(t) Tv1 I
I
I
1
2

() (b)

Figura 4: Calcular el tiempo ¢t =t en el que conmuta el circuito.

Ejercicio 5.
Hallar la respuesta i1,(¢) del circuito de la figura 5, sabiendo que ir,(0) = 3A.
t=0 40

I )
80\/T 40 L 210mH

Figura 5: Hallar i1,(¢) para t > 0.

Ejercicio 6.

El capacitor de la figura 6 tiene una carga inicial de Qg = 800 x 1075C segiin
la referencia indicada. Hallar la respuesta completa de la tensién del capacitor, y la
evolucién de las cargas con el tiempo.

t=0

100
80V £ /izt) 4u1* Qo
T ]

Figura 6: Respuesta completa de la tension en el capacitor.
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Ejercicio 7.

Encontrar y graficar la tensién y corriente en la resistencia de carga del circuito
de la figura 7 para todo ¢t > 0.

8092

t\ .

10082 < veargal(t)
t=20

~~

i

18V - 10MF p—

Figura 7: Encontrar y graficar la tensién y corriente en R.

Ejercicio 8.

Calcular la respuesta de la tensién del capacitor vc(t)Ve > 0 del circuito de la
figura 8 aplicando en teorema de superposicién. Comparar el resultado con el ejercicio

10Q2 t=0 t=0 10Q

FM%J
80V /Z(;) 4uF = ﬁ Vo = 200V
T T

Figura 8: Respuesta completa de vc(t) mediante superposicién.

[T+

Ejercicio 9.

Encontrar i(t) para ¢ > 0, segtn se indica en el circuito de la figura 9.

1200 4H
TEO0
il 0
40u(t)[V] T 20092 250 1) 6A
25V
|

Figura 9: Encontrar i(t) para ¢t > 0.

Ejercicio 10.
Encontrar la respuesta iy,(t) para t > del circuito de la figura 10a.
Ejercicio 11.

Utilizando capacitores, resistencias, una fuente de 12V, un pulsador y un compa-

rador de tensién como el de la figura 11, disefiar un temporizador para luz de pasillo
de 10s de duracién. La salida del comparador se puede modelar como:
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it (1 20 0,2H
iL(t)

(a) (b)

Figura 10: Circuito RL paralelo (a) excitado por la funcién pulso (b).

12V siv(t) > va(t)
Vout = {OV si v1(t) < va(t) (1)

v1(t)
- (t) Vout
Figura 11: Temporizador para luz de pasillo.

Ejercicio 12.

En el circuito de la figura 12 el capacitor C tiene una carga inicial (1 = gc, (0) =
300x 10~ %C segtin la polaridad indicada. Si se cierra el interruptor en ¢ = 0, utilizando
las referencias senialadas en el circuito se pide encontrar:

1. la corriente i(t),
2. las tensiones vc, (t), vr(t) ¥ vo,(t),

3. graficar las tres tensiones en un mismo sistema de ejes.

R =209
i)y
(e oy QC1(t) v, L Cy = 3uF
* Cl = 6/JF
t=20
>

Figura 12: Evolucién de la tensién natural en un par de capacitores.
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109

L<t:()

30V " l § 2H .

Figura 13: Respuesta completa de corriente en RL serie.

Ejercicio 13.
En el circuito de la figura 13, encontrar y graficar la corriente i, (t) para todo
t> 0.

Ejercicio 14.

Seleccione un valor de L tal que el voltaje del solenoide supere los 20V, y la
magnitud de la corriente del inductor esté por encima de los 500mA durante los
primeros 25ms. Calcular ademaés la energia almacenada en la bobina en el momento
que se abre el interruptor (figura 14).

t=0 150 10Q2

60V — 100 L op(t)

+

Figura 14: Calcular el valor de L.

Ejercicio 15.
Hallar para t > 0 la i(¢) indicada en la figura 15.

1H 50 O{TF
000 I
A0V E=0) 40 N 1A

Figura 15: Encontrar i(t) para ¢t > 0.

Ejercicio 16.
El circuito de la figura 16 se conecta en t = 0, encontrar la respuesta vc(t) para
t> 0.
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t=20
e
i(t) = 10sen(2750t)[A]
i(t) (4 C== ve(t) R C = 10000uF
R =209

Figura 16: Encontrar vc(t) para t > 0.

Ejercicio 17.
Utilizando el método de superposicién hallar la corriente ir,(t) y la tensién vc(t)
del circuito de la figura 17 para t > 0.

100mH 249 150
—— AN
i (t)
12V = 65sen(100t)[V](5)  500uF == ve(t)
>
t=10

Figura 17: Encontrar i,(t) y vc(t) para ¢t > 0.

Ejercicio 18.

Determinar la tensién del capacitor vc(t) y la corriente i(¢) del circuito de la
figura 18 para todo t > 0 si el interruptor se conecta a la posiscién 1 en t =0 y se
pasa a la posicién 2 en t = 1s.

2 Lue(t)
I
"X I -
1 1mF \ i(t)
250 60e=24[V] 10092

Figura 18: Circuito RC con fuente exponencial.

Ejercicio 19.
Encontrar la respuesta completa de tensién de cada componente del circuito de
la figura 19. En ¢t = 0 el angulo de fase de la alimentacién es 8 = 30°.

Ejercicio 20.

Del circuito de la figura 20 determinar para ¢t = 0% los valores v (0T), v, (07),
ic(0%) e ir,(0T) segun las referencias que se indican en el circuito. En t = 0 el dngulo
de fase de la alimentacién es 6 = 60°.
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=0 - . Ry, = 22Q

URy, YRe  Ra =220

150 cos (200t + 0)[V] (£ it ic l * C =0,1uF
L T L 10omH

Figura 19: Encontrar las tensiones de cada elemento para ¢t > 0.

t=0
L +
uR R =220
150 cos(200¢ + 0)[V] C apr |7 e C = 0,14F
2 7
bge ¢ L = 100mH

Figura 20: Hallar los valores iniciales de tensién y corriente.

Ejercicio 21.
Calcular la tension del capacitor del circuito de la figura 21 aplicando superpo-
sicién.

Ry, L 0

t =
.
R¢

Vo V2V sen(wt) (¢

[ C T vo(t)

Figura 21: Respuesta completa por superposicién.

Ejercicio 22.
Para el circuito de la figura 22 se pide:

» Encontrar la corriente i1,(¢) para ¢t > 0.

= Calcular el valor eficaz del régimen permanente de esta corriente.

Ejercicio 23.

Encontrar la respuesta completa de tensién en el capacitor y corriente en el
inductor para t > 0 del circuito de la figura 23, e indicar el tipo de amortiguamiento
del sistema.
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1Q t=0

v(t) = 90sen(100t)[V] (X . 3A

10VE= 0,1F 20

Figura 23: Célculo de la respuesta natural.

Ejercicio 24.

En un circuito como el de la figura 24 con dos elementos que almacenan energia,
se conoce como resistencia critica R¢. al valor resistivo para el cudl la respuesta
del circuito es criticamente amortiguada. Encontrar dicho valor critico de resistencia
para que vc(t) en el siguiente circuito sea criticamente amortiguada.

t=20
= .
Rcr
v(t) 2000pF == vc(t)
50mH

Figura 24: Calculo de resistencia critica.

Ejercicio 25.
Se encuentra que las ecuaciones de equilibrio de un circuito de 2° orden son

di()
dt

_ 1dw(?)
6 dt

v(t) + 8i(t) + 2 =0 ; it

de donde la respuesta general de corriente es i(t) = Ae~™' + Be 3! Sii(0) = 1A y
v(0) = 10V, hallar las constantes A y B.

Ejercicio 26.
Determinar la tensién del capacitor de la figura 25 para t > 0 si al abrir el
interruptor en ¢t = 0 el angulo de fase de la alimentacién es 6 = 60°.
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t=20
P
- 229 O,lluF +
150 cos(200t + 0)[V] (£ l l — wvc
100mH io

Figura 25: Hallar la tension del capacitor vc.

Ejercicio 27.
Encontrar la corriente i, (t) y la tensién vc(t) del circuito de la figura 26 para
todo t > 0 segtn las referencias.

2H
T

(i)

169 =F = ve(t) ) 10e~2tu(t)[A]

w

Figura 26: Circuito RLC' con fuente de corriente.

Ejercicio 28.
Calcular vc(t) parat > 0 segin la referencia indicada en el circuito de la figura 27.

50V —+— r‘ T
100V 50mF — 250

Figura 27: Circuito RLC con excitaciéon constante.

Ejercicio 29.
Encontrar la respuesta completa de la tensién vc(t) para ¢ > 0 del circuito de la
figura 28.

Ejercicio 30.
La respuesta natural para t > 0 del circuito de la figura 29 es i, = Ae~! + Be™%

1. determinar la respuesta completa i(t) = i,(t) + i¢(t) para t > 0

2. particularizar.
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10 cos(10)[V] (2 200H 10pF == ve(t)
500092

Figura 28: Circuito RLC' excitado con senal sinusoidal.

10 t=0R=10 C
—AN—]F—
0
10V— I D) 10e=2tu(t)[V]

Figura 29: RLC en régimen transitorio.

Ejercicio 31.
Para el circuito de la figura 30 encontrar v,(t) para t > 0.

1KQ 2H
T +
Yizo
10u(®)[V] & ImF —— 1009 v, (1)
10sen(100¢)[V]

Figura 30: Régimen transitorio en RLC.

Ejercicio 32.
En el circuito de la figura 31 se pide:

1. calcular la tensién del capacitor vc(t) para t > 0.

2. deducir del circuito cudl es el valor de la tensién del capacitor vc(t) parat =0
y para t — oo, verificando que se cumple con estos valores en la expresion de
vc(t) obtenida antes.

Ejercicio 33.
Para el circuito de la figura 32 se pide encontrar ir,(t)Vt > 0.

10



24 de mayo de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

1002 ¢=o0 2009

10V — 10uF = ve(t) §IOOmH
g 20u(t)[V]

Figura 31: Circuito con respuesta transitoria.

t=0 0,1H 10092
= LIk
iL(t)
1A (4 300 ImF = vc(t) D) 26u(t)[V]

Figura 32: RLC en régimen transitorio.

Ejercicio 34.

Encontrar la tension vc(t) para ¢t > 0 del circuito de la figura 33. Calcular la
solucién numérica con V- = 100V, I = 5A, Ry = 80, Ry = 20, R3 = 10092, L = 0,5H
y C = 0,001F.

t=0 Tu(—t)
I
R
‘< ¢
Vii +
Ry ve(t
. cl(t) R

Figura 33: Célculo de la tensién del capacitor ve(t) para ¢t > 0.

Ejercicio 35.
Determinar iy (t) del circuito de la figura 34 para t > 0, siendo V' = 10V, R1 = 312,
RQZQQ, lelH, L2:4Hyk‘:0,6

Ejercicio 36.
Determinar i1 () del circuito de la figura 34 para t > 0, siendo V' = 10V, R1 = 312,
RQZQQ, L1:1H, L2:4Hyk:0,6.

11
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t=0
ek
11 22
V — L Lo Ry
Ry

Figura 34: Circuito con acoplamiento inductivo.

Soluciones

Solucién 1.

La figura 35a muestra el circuito de la figura 1 para t > 0. Segun las referencias
indicadas la LKV queda

ve(t) — vr(t) =0, 2)

y la relacion tensién-corriente para la resistencia y el capacitor

vr(t) = —Ric(t) (3)
iott) = 02, (4)
+ I ~
io(t
Cia) . ol
C vr(t) V = Ry = lis(t) C=Fucl(t)
L +
RQQ
(b)

Figura 35: Circuitos para el planteo de la respuesta vo(t).

Luego, reemplazando (3) y (4) en (2), la ecuacién diferencial que describe la
respuesta de la tensién del capacitor veo(t) queda
dve(t) 1
1 + —v

c(t)=0 (5)

donde 7 = RC es la constante de tiempo. (5) es una ecuacién diferencial de primer
orden homogénea, cuya solucién general es

vo(t) = Ae7YT, (6)

que describe la respuesta natural de la tensién del capacitor para ¢ > 0. Para parti-
cularizar la solucién general dada en (6) es necesario conocer las condiciones iniciales
del circuito, o sea, para este caso la tensién del capacitor en t = 0, vo(0).

12
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Para el cdlculo de la condicién inicial del capacitor se analiza el circuito para t < 0
de la figura 35b. Aplicando LKV y LKI, y observando que el circuito se encuentra
en régimen permanente (es decir que ic =0y vy, = 0) se tiene

V —vg, —vg, —20=0
Vg, —Vc = 0 (7)
i1 — iy — 36 = 0.
Luego, utilizando las relaciones tension-corriente en las resistencias vg, = Rii1 ¥
vR, = Raig, las ecuaciones dadas en (7) queda
V — Ryi1 — Rot9 =0
R2i2 — Vc = 0.

Dado que i1 = i3, la tensién del capacitor en t = 0 es

Ry

(8)

Numéricamente, la constante de tiempo es 7 = 3s, por lo que la solucién natural
general queda

vo(t) = Ae 73,

Luego, la condicién inicial del capacitor es

12K2

Finalmente, la solucién particular de la tensién del capacitor es

vo(t) = 60e~/3]V].

Solucién 3.

La respuesta i;, para t > 0 estd dada por la ODE que resulta de aplicar LKV
a la malla RL (figura 36b). Suponiendo todas caidas de tensién segtn el sentido de
circulacién de la corriente, la ecuacion de malla sera

VR10 + VR10 +vL =0 (9)
. dip,

Req/LL + Lﬁ = 0 (10)
Req . dZL

aL_ 11

Lt =0 (11)

donde R.; = 20€2. Luego la solucién general serd

. _Req
i, = Ae” T

' (12)

13
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Para particularizar esta respuesta general se debe encontrar A. Para esto, analizamos
el circuito en el entorno 0~ < ¢ < 0% donde se sabe por condicién de continuidad de
la corriente en el inductor que

ir(07) =i(07) (13)

En t = 0~ la fuente de corriente se encuentra atn conectada al circuito como se
muestra la figura 36a, siguiendo las referencias de corriente de la figura la ecuacion
de nudo queda

. . . . . R10 )
i =in i = =i g g = a9

debido a que el inductor se encuentra completamente cargado comportandose como
un corto circuito. Finalmente la corriente particularizada sera

——
ir = %Fe—th (15)

Haciendo uso ahora de los datos numéricos, la constante de tiempo 7 vale

10-1073
= ———— =500-10"° 16
T 50 s (16)
v la respuesta particularizada es
ip, = 0,1~ 2000t A] (17)
En la figura 36¢ se muestra la gréafica de iy..
Solucién 4.
t' =2,77s, Ry =4KQ (18)
Solucién 5.
ip(t) = 20 — 177290 A] (19)
Solucién 8.
ve(t) = 80 + 1206250001y (20)

14



24 de mayo de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

ip liR 109 109
0,2A (1) 109 liL 109 liL
10mH " 10mH
(a) Circuito para t < 0 (b) Circuito para t > 0
ir(t)[A]
0.1
1 i .
0-10~° 2:107° 4-107°

(c) Gréfica de la corriente ir

Figura 36: Respuesta de un circuito RL para t > 0.

Solucion 10.
ir(t) = [5—5e 1 u(t) + [—5 +5e 10002 (£ — 0,2)[A] (21)

Solucién 12.

Teniendo en cuenta las referencias elegidas para tensiones y corriente, se plantea
la LKV obteniendose

vey () +vr(t) +ve,(t) =0 (22)

por ser todas caidas de tension. Las tensiones en cada capacitor puede expresarse
tambien en términos de la corriente de malla i(t), puesto que

m:é/mm (23)

Vo, = 6{2 / ()t (24)

llevando a (22) y poniendo la tensién en R tambien en funcién de i(¢) queda

1

Cl/z(t)dt—l—RZ(t)+C2/Z(t)dt—o (25)

15



24 de mayo de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

La (25) es una ecuacién integro-diferencial, que para resolverla se debe derivar
ambos miembros respecto a t

Cl,li(t) 4R dg(f) + C{Qi(t) ~ 0 (26)
dfi<tt) +% (C{l N é) i(t) = 0 (27)
el factor C% + C% se puede reemplazar por un unico factor % donde
11,1 -
entonces (27) queda
di(t) N i(t) 0 (29)

dt " RC
Esta ecuacién diferencial se puede resolver separando variables. Multiplicando
ambos miembros de (29) por dt, dividiendo por i(t) y luego despejando

dt <di<t> N <t>> —0 (30)

i \at " RC
izét)) + ggdt —0 (31)
di(t) 1
o = ~me (32)

integrando ambos miembros

/Z(lt) di(t) = —/Rlc dt (33)

1
Ini(t) + Ko = 5t + Ky (34)
Ini(t) = —R%HKC (35)

donde la constante K, = K, — K, agrupa ambas constantes de integracién. La (35),
por definicién de logaritmo, puede ponerse

Z(t) — e—%t-‘!‘Kc — e_RilCteKC (36)
i(t) = e ROt K (37)

Esta es la solucién general de la respuesta i(¢) buscada, como se ve es independien-
te de las cargas iniciales de los capacitores. La constante K, permite particularizar
la respuesta a cada caso, puesto que en t = 0 se ve que i(0) = Kj.

16
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En este caso particular, analizando en t = 0 la (22)

vey (0) +vr(0) + 00, (0) = 0 (38)
como v, (0) = 0, entonces la corriente inicial serd
ve, (0) = —vg(0) = —i(0) R (39)
. —vey (0)
0) = —~ 40
i) = =% (10)
Q

La tension inicial en el capacitor C) esta dada por su carga inicial, ve, (0) = < El
signo negativo se debe a que la polaridad de la carga inicial es opuesta a la referencia
de tensién vc,. Entonces

-2 (41)
=R
i0) = (12)

que es la constante K para este caso particular. Reemplazando finalmente en (37)
se obtiene la i(t) particular buscada

i(t) = i(0) e Re ! (43)
i(t) = P%l e ot (44)
Las caidas de tension en cada elemento pueden obtenerse de (22), donde
1 Ql I S
- 4
vey (t) & | &e e RC ' dt (45)
1 Q1 1
y
L [Q1 1,
- 4
veult) = o /R01 et dt (47)
1 Q1 _ 1
ve, (t) = G <_RCRC1'1 e RC t> + Ko (48)
Para encontrar K y K3 se hace t = 0, donde v¢, (0) = —6631 y ve, =0
1 (—@Q:C —@
ve, (0) 01< : >+ 1= (49)
1L (@iC\ @
K = — =l
e < Gy > i (50)
1 (- C
UCQ(O)_< gl )+K2:0 (51)
2 1
1 Q10>
Ko = — 52
= (% (52
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Por dltimo, la caida de tensién en R es

vr(t) = Ri(t) = ch’i e mot (53)

Numéricamente, recordando que % = C% + % se calcula primero el 7 del sistema

6x10753x 1076
= RC = 20 =40 x 1076 54
T 6x106+3x100 XS (54)

Reemplazando ahora en (46) por los datos numéricos

300 x 1079 9 5x10%

i) = 55 6% 1070 (55)
i(t) = 2,56~ 20x10% 7] (56)
Luego las constantes K y K> de las tensiones (ecuaciones (50) y (52))
1 1076.2x10°° 10-%
Ky = 300 x 10 x 10 ~ 300 x 10 (57)
6 x 106 6 x 106 6 x 106
K, = -33,333 (58)
1 300 x 1076 -2 x 1076
Ko —
T 3%x10°6 < 6 x 106 ) (59)
K> = 33,333 (60)
con estas constantes se obtienen las caidas de tensién ve, y ve, (ecuaciones (46) y
(48))
1 300 x 107° "
e _4 1 _67 —275><10 t _ 1
ve (1) = =75 < 0% 1070 g e 33,333 (61)
ve, (t) = —16,667 e 25710% _ 33 333 (62)
o ]. —6 300 X ].0_6 —92 5><104t
ve, (t) = —33,333 ¢~ 25%10% | 33 3331V] (64)

y finalmente la caida en R (ecuacién (53))

300 x 1076 55 104
6 x 106
v (t) = 50e~ 2510 [V] (66)

vR(t) = (65)

En la figura 37 se grafican las tres tensiones dadas por (62), (64) y (66) y la
corriente (56).

18
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v[V]
—— vr(t)
40 + / Ve, (t)
2 +
i(t)

0 ] 1

0103 10-10~3 20-10~3 t[s]
20 +
-40 + ™ ve, (t)

Figura 37: Caidas de tension en cada elemento y corriente total del ejercicio .
Solucién 15.

i(t) = 8 — 8¢~ 4+ 10e™Y/2[A] (67)

Solucién 16.

Dadas las referencias de tensiones y corrientes del circuito de la figura 38, las
ecuaciones de Kirchhoff son

vo—vr =0 (68)
t—ic—1ig =0, (69)
y las relaciones tension-corrientes de los elementos
d
ic = C%, vr = Rig. (70)

Luego, operando se obtiene la ecuacién diferencia de la tensién del capacitor

dvgt(t) + %vc(t) - Zg) (71)

Dado que en la ecuacién diferencial (71) la funcién de excitacién es variable en
el tiempo se aplica la solucién por el método de Lagrange viene dada por

volt) = Ke=™ 4 =t/ / et/ Ty(t) dt, (72)

19
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+

vr(t)

.y ve(t) R
iR

i(t) (4 C
ic

Figura 38: Encontrar vc(t) para ¢t > 0.

donde 7 es la constante de tiempo, y la funcién de excitaciéon y(t) = i(t)/C. La
solucién (72) representa la solucién completa general, la cual se debe particularizar
segun la condicién inicial de la tensién del capacitor.

La ecuacién diferencia (71), dados los valores de los elementos del circuito, queda

dvc(t)
dt

+ 5vc(t) = 1000 sen(1007t), (73)

con la constante de tiempo 7 = RC' = 0,2s. La solucién de Lagrange serd
ve(t) = Ke™® + 1000e 5 / e sen(1007t) dt. (74)

Para resolver la integral de la solucién de Lagrange de (74) se debe realizar la
integracién por partes dos veces, con lo cual

5t (5sen(1007t) — 1007 cos(1007t))
(1007)2 + 52

/e5t sen(1007t) dt = . (75)

Entonces, la solucién completa general de la tension del capacitor queda

5000 (1007%) 1000007
_ O en(100mt) — 0T
(1007)2 + 52 (1007)2 + 52
ve(t) = Ke™® + 0,051 sen(1007t) — 3,2 cos(100mt)[V]. (77)

ve(t) = Ke ™ + cos(1007t)[V]  (76)

Como ultimo paso queda particularizar la solucién general, en la cual se asume
que la tensién del capacitor para t = 0 antes de conmutar la llave como vo(t = 07) =
0. Luego, para determinar la constante C' de (77), y considerando la condicién de
continuidad de la tensién que vo(t = 07) = vo(t = 07) = 0, se tiene

ve(0F) =K -32=0, = K=32. (78)
Finalmente, la soluciéon completa particular de la tensién de capacitor queda

ve(t) = 3,2e7° 4 0,051 sen(1007t) — 3,2 cos(1007t)[V]. (79)
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[+
I

Q
=

ve(t)

Figura 39: Circuito para t > 0 para el calculo de la respuesta natural.

Solucién 20.

ve(0T) = 75V, vr(07) = —30,72V (80)
ic(0) = —4,8A, i (07) =4,8A (81)

Solucion 23.

El circuito dado en la figura 23 para t > 0 se muestra en la figura 39. Aplicando
la LKV de la malla dadas las referencias indicadas, se tiene

vo(t) —vp(t) —vr(t) = 0. (82)

Ademss, las relaciones entre la corriente y las diferentes caidas de tensiones en los
elementos son

vr(t) = Rip(t) (83)
_ dig(?)

or(t) = L= (84)

in(t) = —cdvgt(t). (85)

Reemplazando (83) y (84) en (82), se tiene

dir(t)

vo(t) — L &

— Rig(t) =0. (86)

La ecuacién (86) junto a (85) forman el sistema de ecuaciones diferenciasles de primer
orden a resolver, o sistema acoplado, cuyas incégnitas son iy (t) y ve(t).

A partir del sistema de ecuaciones diferencias de primer orden ((85) y (86)) se
puede plantear la ecuacion diferencial de segundo orden en términos de v (t) o bien
ir(t). La ecuacién diferencial en términos de la tensién del capacitor se obtiene de
reemplazar (85) en (86), y queda

dzvc (t) R dve (t) 1

dt2 + Z dt + EUC’(t) =0. (87)
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La ecuacién diferencial en términos de la corriente del inductor se obtiene de
despejar ve(t) de (86) y reemplazarlo en (85), y queda
d%ip(t)  Rdip(t) 1

w "L a Trot®=0 (88)

Las ecuaciones (87) y (88) son ecuaciones diferenciales de segundo orden ho-
mogéneas, con iguales coeficientes, como es de esperar.

Resolviendo la tensién del capacitor a partir de (87) la corriente del inductor
se puede calcular de (85). O bien, resolviendo la corriente del inductor de (88) la
tensién del capacitor se puede calcular de (86).

La solucién homogénea general de (87) es

vo(t) = Arestt 4 Age’?, (89)
donde s; y s2 son las raices de la ecuacién caracteristicas dada por
s+ ps+q=0, (90)

conp=R/Lyq=1/LC. En (89) los coeficientes A; y Ay determinan la solucién
particular de la tensién del capacitor y se calculan a partir de la condicién inicial de
la tensién del capacitor y corriente del inductor.

Dada la tensién del capacitor a ¢t = 0, valuando la solucién dada en (89), se tiene

A1+ Ay = ve(0), con ve(0) =ve(07) = ve(0T), (91)

lo cual fija el valor de tensién del capacitor a comienzo del régimen transitorio. Luego,
la corriente del inductor determina la derivada de la tensién del capacitor en dicho
punto. De (85) valuada en t = 0 se tiene

dvgt(t) t:O _ _iLéO)’ con ir(0)=1i5(07) = iL(O+). (92)
De (92) y (89) se tiene
dvgt(t) . = 51471 + 5949 = _iLC(;'O)' (93)

Por tdltimo, conociendo las condiciones iniciales de ambos elementos, se obtiene
Ay y Ay a partir de (91) y (93).
Dados los valores de R, L y C, la ecuacién caracteristica dada por (90) es

s 425 +10=0, (94)

cuyas raices son s12 = —1 &£ j3, por lo que la respuesta es subamortiguada. Luego,
la solucién general de la ecuacién diferencial (87) dada en (89) es

vo(t) = AT 4 Ape(-1=30t, (95)
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o bien
ve(t) = et (B cos(3t) + Bysen(3t)), (96)

que es la respuesta natural.

Para obterner la solucién particular se utilizan los valores de las condiciones
iniciales v¢(0) = 10V y ir(t) = 0A. Las condiciones ajustan tanto la magnitud como
la derivada de (96) para t = 0. Valuando (96) en ¢t = 0 se tiene que By = 10, y

dve(t
ve| _ 10438, =0, (97)
dt |,
por lo que By = %. Por lo tanto, la respuesta natural de la tensién del capacitor
particular es
— 10
vo(t) =e " 10 cos(3t) + 3 sen(3t) | [V]. (98)

Y la corriente del inductor, usando (85), es

ir(t) = (=0,1) <—e_t(10 cos(3t) + ? sen(3t)) 4+ e *(—30sen(3t) + 10 cos(3t))> ,

in(t) = (—0,1) <—e_t1; sen(3t) + e~(—30) Sen(3t)> ,

i (t) = e_tl?)—o sen(3t)[A]. (99)

En las soluciones dadas por (98) y (99) se verifican las condiciones iniciales.

Solucién 24.
Para ¢t > 0 la suma de las tensiones en la malla es

Uo(t) + ’UL(t) + URC(t) =0 (100)
di(t
ve(t) + L fi(t) + R:i(t) =0 (101)
la corriente en la malla i(t) con respecto a la tensién en el capacitor es
, dv.(t)
t)y=C 102
i(t) = 0= (102)
de donde
di(t) d?ve(t)
=C 103
dt de? (103)
reemplazando la (102) y la (103) en (101) nos queda solo en funcién de ve(t)
d?ve(t) dv.(t)
ve(t) + LC T +R.C T - 0 (104)
d®ve(t)  Redoe(t 1
welt)  Tedee®) | Loy =0 (10)

de? L dt LC
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la ecuacion caracteristica de esta ecuacion diferencial es de la forma

p? —4q
.

+ (106)

s+ ps+q=0 = sl,gz—g

Para una respuesta criticamente amortiguada el discriminante de esta ultima
ecuacién debe ser cero, entonces debe ser

p* =4q (107)
R.]? 1
i [ 1
2 =z (109
L
R? = o (109)
Reempalzando los valores de capacidad e inductancias segin los datos
50 x 1073
2
B 2 x 1073 00 (110)
de donde finalmente
R, =109. (111)
Solucién 27.
ip(t) = 25e7% — 75e 73t 4 50e 72 A (112)
ve(t) = 1507° — 75073 4 600e 21V (113)

Solucién 35.

A partir de las referencias del circuito de la figura 40 las ecuaciones que resultan
de aplicar la Ley de Kirchhoff de tensiones en ambas mallas son

V- UL, — VR, = 0 (114)
VL, — VR, = 0, (115)

y la relacion tensién-corriente en cada elemento

vr, = Ryiy (116)
VRy = Rgig (117)
diq dig
= —_M-—= 11
Ul = 5 at (118)
ds di
oL, —Lgdff + M(T;. (119)
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k
2] 12
V — L Lo R>
Ry

Figura 40: Circuito para ¢t > 0.

Luego, reemplazando (116)-(119) en (114) y (115), se tiene

diy . diy ,
Ly i —y 120
Ve ar T (120)

. dis . diy
L2 &, 121
Bty + Loy, a =V (121)

Las ecuaciones (120) y (121) conforman el sistema de ecuaciones diferenciales que
modelan el circuito dado, a partir del cual se pueden calcular las corrientes incégnitas
i1 e i9. Para obtener la ecuacién diferencial de segundo orden de la corriente is(t) se
procede de la siguiente manera. De (121) se tiene que

dil RQ . L2 di2

o2y, 22 122
@ M M@ (122)
que llevada a (120)
LiRy . LiLodio dio .
= M== = 12
M 12 M di dt + Rlll 07 ( 3)
luego, derivando
LiRydiy  LyLy d%is dZ%iy diy
) L M=—= = = 124
M dt M a2 ae T =0 (124)
y volviendo a reemplazar (122) en el dltimo término, se tiene
LiRydiy  L1Ly— M?d%y RiRy.  RiLydis
dia iz ey, (125)
M dt M de? M M dt
de la cual se obtiene la ecuacion diferencial de segundo orden buscada
d%is  RiLa + LRy dis RiR,
— + ————iy=0. 126
A2 T LIy~ M2 At | LiLy,— M2 (126)

La solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden homogénea (126) es
in(t) = Are®t + Age?, (127)

donde 51 y s son las raices de la ecuacién caracteristicas s + ps 4+ ¢ = 0, donde

B RiLs + RoLq Ri1Ry

_ ke 128
Lil,—M2° 17 0L, — (128)
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Una vez obtenida la solucién general, se debe obtener la solucién particular a
partir de las condiciones iniciales del circuito, en este caso i1(0) = i2(0) = 0, las
cuales determinan el valor de la solucién y el de su derivada en ¢ = 0.

Con los valores de los parametros del circuito se tiene que p = 6,25 y ¢ = 4,6875,
por lo tanto las raices de la ecuacion caracteristicas son s; = —0,87 y so = —5,38.
Entonces, la solucién general de la corriente queda

ig(t) = A1€_0’87t + A2€_5’38t[A]. (129)

Para obtener la solucién particular, y utilizando la condicién de continuidad de
la corriente, se tiene que

i2(0) = A1 + A3 =0, (130)

lo cual restringe los valores de las constantes A y As de forma tal que el valor de la
solucién en t = 0 sea nulo. Luego, de (123) se obtiene

dia VM — LiRoia — RiMiy

- 131
dt LyLy — M? ’ (131)
que valuando en t = 0
dig(t M—-L ] — Ry M1 M
22( ) _ Vv lRQM Rl W _ V — 4,6875 (132)
dt |, LiLy — M? LiLy — M?

que es el valor que debe tener la derivada de la solucién en ¢ = 0 para cumplir con
las condiciones iniciales del circuito.

Entonces, tomando la derivada de la solucién general (129) y valuando en t = 0,
se tiene

dis(1)
dt

= —0,87A; — 5,384, = 4,6875 (133)
t=0

que determina la segunda ecuacién para el cdlculo de las constantes Ay y As a partir
del dato de la derivada de la solucién en ¢t = 0.
Luego, de (130) y (133) se tiene que

A1+ A =0 (134)
_0,87A; — 5,384 = 4,6875 (135)

de donde A1 = 1,04 y Ay = —1,04.
Finalmente, la solucién particular de la corriente ia(t) queda

in(t) = 1,047 087 — 1,04¢ 538 [A]. (136)
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