6 de junio de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

Guia 4. Transformada de Laplace

Ejercicio 1.
Encontrar la transformada de Laplace de la funcién

f(t) = e ™ [Asen(wt) + Bcos(wt)]. (1)

Ejercicio 2.

Encontrar la transformada de Laplace de g(t) = dZ{gt) si L[f(t)] = F(s).

Ejercicio 3.
Transformar al dominio de la variable s la funcion excitacion mostrada en la
figura 1.

3V +——

Figura 1: Excitacion pulso

Ejercicio 4.

Transformar las relaciones tension-corriente del inductor y capacitor del dominio
del tiempo al dominio de Laplace, y armar el circuito equivalente serie y paralelo
que representan las ecuaciones transformadas.

Ejercicio 5.

En t = 0 se aplica al circuito RL serie de la figura 2 una tensién continua de
55V. Encontrar la transformada de la respuesta i(t) para t > 0.

A70Q

55u(t) —— 6(;) +300mH

Figura 2: Circuito RL serie con excitaciéon constante.

Ejercicio 6.

El capacitor de la figura 3 tiene una carga inicial de gy = 800 x 107C con la
polaridad indicada. Hallar la respuesta completa de la tensién del capacitor en el
dominio de la variable s.
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Figura 3: Circuito RC.

Ejercicio 7.
La respuesta de corriente de un circuito eléctrico tiene la siguiente transformada

se pide:
1. encontrar i(t),

2. encontrar el valor de (0) aplicando el teorema del valor inicial y comprobar en
el tiempo,

3. encontrar el valor de i(co) aplicando el teorema del valor final y comprobar en
el tiempo.

Ejercicio 8.

Si la corriente que atraviesa un capacitor de C' = 2,5mF en el dominio de s es

5

Io(s) = 5007

(2)
se pide:

1. encontrar Vi (s) si vc(0) = 10V,

2. calcular y gaficar vc(t) e ic(t),

3. deducir cual puede ser la topologia mas simple de circuito segin estos datos y

calcular el 7.

Ejercicio 9.
Encontrar la tensién del capacitor Vi (s) si tiene una carga inicial de 12V con la
polaridad indicada en la figura 4.
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80

+

22u(t)V ve(t) == 5F 2202

Figura 4: Célculo de V¢ (s).

0 Datos
) . iin = 10sen(2750t)[A]
i = v (t) vR(t) C = 10000uF
R =200

Figura 5: Circuito RC paralelo.

Ejercicio 10.

En el circuito de la figura 5 encontrar la respuesta vc(t) para t > 0 utilizando la
transformada de Laplace como herramienta. La tension inicial sobre el capacitor es
cero.

Ejercicio 11.

Encontrar la respuesta completa de tension en el capacitor y corriente en el
inductor para t > 0 del circuito de la figura 6, indicando el tipo de amortiguamiento
del sistema. Verificar por teorema de valor inicial y final que se cumplen con las
condiciones iniciales y finales impuestas por el circuito.

1H t=20

10V == 20

Figura 6: Célculo de la respuesta natural de tensién y corriente.

Ejercicio 12.
Para el circuito de la figura 7 plantear el sistema de ecuaciones en términos de
I1.(s) y Vc(s) en el dominio de Laplace, con Ir,(s) = L[ir,(t)] y Ve(s) = Llvc(t)].

Ejercicio 13.
Aplicando la transformada de Laplace, calcular vc(t)VE > 0 segin la referencia
indicada en el circuito de la figura 8.

Ejercicio 14.
Encontrar la respuesta completa de tension en el capacitor y corriente en el
inductor para ¢t > 0 del circuito de la figura 9, si i(t) = 10e~2u(t)[A].
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t=20
-

Figura 7: Sistema de segundo orden.

ng
t=0

50V ]
100V T 50mF = ve(t) S 250

t=20
>

Figura 8: Circuito RLC' con excitaciéon constante.

2H

160 it) (1

gl

Figura 9: Circuito de segundo orden con excitacién no constante.

Ejercicio 15.
Para el circuito de la figura 10 se pide encontrar I1,(s) y i1(t) para t > 0.

t=0 0,1H 10092
- SLLE
iL(t)
1A (4 3092 ImF = ve(t) 5 26u(t)[V]

Figura 10: RLC en régimen transitorio.

Ejercicio 16.

Para el circuito de la figura 11 se pide encontrar la corriente i;(¢). Para mayor
facilidad de calculo se aconseja utilizar las variables de estado fisicas del circuito
para el planteo.



6 de junio de 2022 TEORIA DE LOS CIRCUITOS I R. Gastén Araguds

t=0 4Q 1H t=0 40 1H
Tir(t) N
Y% 500mF — Y% ia(t)

Figura 11: Circuito RLC.

Ejercicio 17.
Dado el circuito de la figura 12 en el dominio de s.

6

I\<
V(s) =3kt C (=) 3s

Figura 12: Dominio de s.

= Encontrar I(s) y su correspondiente i(t) = L71[I(s)]
= Tiene el circuito condicion inicial no nula? Verificar utilizando el TVI.

» Encontrar Vi,(s).

Ejercicio 18.
Un circuito RL serie tiene como funcion de transferencia

I(s) 1

H) =75 ~ 365518

(3)

Si se lo excita con un escalén v(t) = 36u(t)[V], encontrar por convolucion la respuesta

i(t) = h(t) * v(t).

Ejercicio 19.
Aplicando transformada de Laplace, encontrar ir,(t) y vc(t) segin se indica en el
circuito de la figura 13.

10u(t—5)[\/]i T 1FL

T L T vo(t)

Figura 13: Circuito RLC desplazado.
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Ejercicio 20.

Un sistema es excitado con una sefal de entrada vi,(t) = e~ 2[V]. Se encuentra

que la corriente de salida vale iou(t) = 5 (€72 — e7") [A]. Calcular la respuesta al

impulso h(t) del sistema.

Ejercicio 21.
La corriente de excitacién del circuito de la figura 14 es i(t) = 10e~?'u(t)[A], se
pide calcular:

1. la funcién de transferencia H(s) definida como

~ Vels)
(s) = 1(s)

con I(s) = L[i(H)] ¥ Vo(s) = Llve(t)]

2. y la transformada inversa h(t) = L~1[H(s)].

2H
T

16 it) (1

gl~
ES
/|
\
<
Q
—~
~
=

Figura 14: Funcién de transferencia H(s) y respuesta al impulso A(t).

Ejercicio 22.
Obtener la respuesta al impulso del circuito de la figura 15 considerando H(s) =

B donde In(s) = Llin()] v V(s) = Llv(1)].

400mH
T

iR (f)\

o(t) () 1000uF = 1002

Figura 15: Calculo de respuesta al impulso.

Ejercicio 23.
Aplicando transformada de Laplace encontrar la tensién v,(t) indicada en el
circuito de la figura 16.
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6Q t=0

311 cos(100¢)[V] (¢ 1000uF == 2092 > v,(¢)

Figura 16: Tensién de salida.

Ejercicio 24.
Para el circuito de la figura 17 de condiciones iniciales ir,(0) = 1[A] y vc(0) = 1[V]
se pide:

1. encontrar la respuesta completa de corriente i(t) para ¢t > 0 utilizando el modelo
de circuito equivalente de Laplace,

2. decir que parte de la respuesta corresponde a la natural y cudl es la forzada.

Figura 17: Equivalente de Laplace.

Ejercicio 25.

Aplicando la transformada de Laplace, determinar i1(t) y i2(¢) del circuito de la
figura 18 para t > 0, siendo V = 10V, R1 = 3Q, Ry, = 4Q, L1 = 1H, Lo, =4H y
k=0,6.

t=20
v k
SIS
VvV —/— i1(t) L Lo ia(t) Ry
Ry

Figura 18: Circuito con acoplamiento inductivo.
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Soluciones
Solucién 1.
Aw B(s+ «)
F =
() (s+a)+w? (s+a)?+w?
Solucién 3.
3—3e" ¢
F =
() =2~

Solucién 5.
Segiin la LKV, la malla debe cumplir!

di(t
55u(t) = 470i(t) + 300 x 1033(75)

Aplicando la transformada a ambos miembros tenemos

£ [55u(t)] =4T0L[i(£)] + 300 x 103 [dﬁff)}
5—5 =4701(s) + 300 x 107° (sI(s) — i(0))

(7)
(8)

la corriente inicial del circuito es (0) = 0 debido al inductor. Despejando I(s) queda

55 1
I(s) =22
(8) =7 <470 + 300 x 10%)
183,33
I(s) =290
(8) = 75 1566,66)
Solucién 6.
80 120
Vols) = =+ 755000

'La funcién u(t) representa la aplicacién de la fuente en el tiempo ¢ = 0.

9)

(10)

(11)
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Solucién 7.
1. i(t) = 2e % sen(10¢t)

2. 4(0) = lims 00 sI(s) =0
3. i(00) = lims_9 sI(s) =0

Solucién 10.
Por LKC en el nudo tenemos

iin(t) —ic(t) —ir(t) =0 (12)
iim(t) = ic(t) +ir(t) (13)
in(t) = Cd(vgt(t)) + “f}?) (14)

como vc(t) = vg(t) por ser un circuito paralelo, ponemos la ecuacién en funcién
de la respuesta vc(t)

d(vc(t)) n ve(t)

in(t) = €2 - (15)
Aplicando £[] a ambos miembros
In(s) = sCVa(s) — Cvc(0) + VCIS) (16)
Bn(s) + Cuc(0) = Vel (s + 1) (17)
de donde despejamos Vo (s)
Vo(s) = —mls)y Ceel0) (18)

CsC+ 4 sC+3%
Resolviendo numéricamente, para poder operar con (18) calculamos primero

1007

Ln(s) = L1 =10 1
(s) = L [10sen(2750t)] 032 (1007)? (19)
y reemplazando tenemos
1007 1
% =10 20
cls) <32 ¥ (10077)2) (s0,0l + 210> (20)
1007 1
Vo(s) = 1000 <s2 + (1007r)2> <s + 5> 21)
A A* B
Va(s) = (22)

s+ j100% | s—j1007 | s+5
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Para calcular A hacemos primero

1007

A= i 1000 23

s—+= 100 (s — j1007)(s + 5) (23)

A =-1,5911 + 50,025 (24)

A =1,5913¢717° (25)

luego para calcular B
1007

B = lim 1000—— 26

o5 0 82 4 (100m)2 (26)

B =3,1823. (27)

Reemplazando en (22) tenemos

Vols) = 1,5913¢/17%" 15913917 31823
O T j100m s — 71007 s+5

(28)

Cada término de la ecuacién anterior tiene antitransformada conocida, quedando la
ve(t) igual a

vo(t) = 1,5913/179" 771007t 1 ] 5913671797 71007 4 318236 (29)
utilizando la igualdad de Fuler

e]wt + e*]wt

cos(wt) = 5 (30)
nos queda
j(100mt—179°) —5(100mt—179°)
ve(t) = 3,1826 | € J;e +3,1823¢ (31)
ve(t) = 3,1826 cos(1007t — 179°) + 3,1823¢ (32)
vo(t) = 3,1826 sen (1007t — 89°) + 3,1823¢ (33)

que se grafica en la figura 19.

Solucién 11.
Segun las referencias de la figura 20 la ecuacién de equilibrio de la malla aplicando
la ley de Kirchhoff de tensiones es

ve(t) — o (t) —vr(t) =0, (34)
y las relaciones tension-corriente de cada elemento

dir (1)

dvc (t)
dt ’ '

=1L
vL(t) dt

vr(t) = Rin(t), ic(t)=-C

(35)

10
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Figura 19: Caida de tensién en el capacitor del ejercicio .
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Figura 20: Célculo de la respuesta natural de tensién y corriente.

Reemplazando (35) en (34), el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
que modela el sistema resulta

vo(t) Ld“&t(t) ~ Rin(t) = 0 (36)
iL(t) = cdvgt(t). (37)

Luego, tomando la transformada de Laplace de (36) y (37), el sistema de ecua-
ciones algebraicas en el dominio de la variable s queda

IL(s)(sL+ R) — Vo(s) = 0 (38)
I1,(s) + sCVa(s) = Cvc(0), (39)

donde se ha considerado que i1,(0) = 0A. El sistema de ecuaciones (38)-(39) puede
ponerse en forma matricial

sL+R —1| | I(s)| 0 (40)
1 sC| | Ve(s)| | Cuc(0) |
Por dltimo, se resuelve el sistema dado en (40) mediante Cramer como
AN RAY
IL(S) - Ka VC(S) - K> (41)

11
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donde A es el determinate de la matriz principal de (40), y A1 y Ay son los deter-
minantes de la matrices sustitutas 1 y 2, respectivamente.
Numéricamente, el determinante de la matriz principal de (40) queda

sL+R -1
1 sC

= 0,1(s* + 2s + 10),

A =

‘:sC(sL—l—R)—l—l:LCSQ—i-RCS—i-l

el determinante sustituto 1 queda

0 -1

Ar= ’ Cuc(0) sC

’ = —Uc(O)C =1,

y el determinate sustituto 2

_|sL+R 0 B B
2= (o) ’ = Cuc(0)(sL + R) = LCvc(0)s + vc(0)RC
=s5+2.

Ademas, al factorizar el polinomio del determinante principal A = (s — s1)(s — s2)
las raices resultan complejas conjugadas s12 = —1 & j3. Por lo que la respuesta del
circuito de segundo orden sera subamortiguada

2425 +10=52+25+32+1=(s2+254+1)+32 = (s +1)2 + 32 (42)

Luego, las transformadas de la corriente del inductor y de la tensién del capacitor
quedan

10 10
F(a) = _ 43
L(s) $2+2s+10  (s+1)%2+ 32 (43)
10s + 20 10s + 20

= = ) 44
$2425s+10 (s+1)2+32 (44)
Por dltimo, la corriente del inductor en el dominio del tiempo se obtiene tomando
la antitransformada de Laplace de (43)
10 3 ‘ 1 0 ., .
In(s) = EXCES R i(t) = L7 [IL(s)] = 3¢ sin(3t), (45)
y la tensién del capacitor tomando la antitransformada de Laplace de (44), para lo
cual se opera previamente en el dominio de Laplace

10s + 20 10s + 10 10
Veols) = _ 16
a(s) L1243 (511243 (+12+3 (46)
1 10 3
—10—2F + = (47)

(s+1)2432 3 (s+1)2+32

12
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y se toma la antitransformada
-1 —t 10 .
ve(t) = L7 [Ve(s)] = 10e™ cos(3t) + 3e sin(3t)
_t 10 .
=e " |10cos(3t) + 3 sin(3t)| .

Solucién 16.

Para t > 0, la suma de tensiones en las mallas es

w
L= 4ir(t) + o +ve()

la corriente neta por el capacitor es i1 (t) —i2(t) = C’dstC, de donde

dvc

0= 2i1(t) - 2ia(t) - .

Transformando por Laplace estas tres ecuaciones quedan

411 (s) + sIi(s) —i1(0) + Ve(s) = 1/s
415(s) + sla(s) — i2(0) — V(s) =0
2I41(s) — 2I3s — sV +vc(0) =0,

o en su forma matricial

(s+4) 0 1 Ii(s) 1/s
0 (s+4)—1| | L(s)|=]0
2 -2 —s Val(s) -1

La corriente I (s) se calcula

Aqg
I = —
1(s) A,
El deteminante principal de esta matriz es
(s+4) 0 1
Ap=| 0 (s+4) —1|=—s(s+4)2?—2(s+4)—2(s+4)

2 -2 —s
=—(s+4)[s(s+4)+4]
= —(s+4)(s*> +4s5+4)
= —(s+4)(s+2)%

13
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mientras que el determinante sustituto se calcula

1/s 0 1
Ajp=|0 (s+4) —1|=—(s+4)+(s+4)—2/s
-1 -2 -—s
= —2/s,
de donde
2
I = .
S P )
Desarrollando I;(s) en fracciones simples
L(s) A n B n C n D
s) = —
! s (s+4) (5+2? (5+2
1/8 1/8 1/2
L(s) = ve_ 18 Y

s (s+4) (s+2)%
donde A=1/8, B=-1/8,C=-1/2y D =0.

Las fracciones obtenidas son trasformadas de funciones conocidas, es decir que
podemos encontrar la funcién en el tiempo cuya transformada sea I (s), en efecto

. 1 1 _ 1
Zl(t)zg—ge 4t—§t€ 2t

que se grafica en la figura 21.

0.125 +

Figura 21: Corriente de la malla 1 del circuito de la figura 11.

Solucion 18.

14
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Solucién 23.
Para t > 0, eligiendo correspondientemente las referencias de tensién y corriente,
en la malla RC se cumple

Io(s) + Io(s) = 0 (69)
Ve(s) = Vo(s), (70)
donde
Ic(s) = sCVi(s) — Cuc(0) (71)
Vo(s
Io(s) =+ (7
siendo R, la resistencia de 20€2. Operando se tiene
ve(0
Ve(s) = O v (o) (73)
s+ m

Para determinar vc(0) se debe buscar la respuesta forzada del circuito para t < 0,
resolviendo la ODE no homogénea de equilibrio en términos de la tension vc(t).
Llamando Rj, al resistor de 62, las ecuaciones de equilibrio para t < 0 seran

311 cos(100t) = Rini(t) + vc(t) (74)
4 dvc
t)=C—= 75
it = ¢, (75)
de donde
duc

311 cos(100t) = R;inC + vc. (76)

dt
Aplicando coeficientes indeterminados, o resolviendo por método de Lagrange, la
respuesta de régimen permanente que se obtiene es

vo(t) = 153,65v/2 cos(wt — 24,77°)[V], (77)
yent =0 esvc(0) =197,3V, entonces

197.3
Vy(s) = 2c@_ _ 197.3 (78)
s+ Yol s+ 50

Antitransformando, la tensién de salida para t > 0 serd

vo(t) = 197,350 (79)

15
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Solucién 25.

A partir de las referencias del circuito de la figura 22, las ecuaciones que resultan
de aplicar la Ley de Kirchhoff de tensiones en ambas mallas en el dominio del tiempo,
son

T (80)
UL, — VR, = 0, (81)

y la relacién tensién-corriente en cada elemento

’L)Rl = Rl’il (82)
URQ = RQ’iQ (83)
di di
UL, = leitl - Mdif (84)
. dig le
UL2 LQE E (85)
k
1] 12
V — I, Lo Ry
Ry

Figura 22: Circuito para t > 0.

Luego, reemplazando (82)-(85) en (80) y (81), se tiene

diy dig .
Li— - M— =
1 a 1 + Rit1 %4 (86)
. dig diy
Lo— — M— = 0.
Roig + Lo 1 1 0 (87)

Las ecuaciones (86) y (87) conforman el sistema de ecuaciones diferenciales que

modelan el circuito dado. Tomando la transformada de Laplace de (86) y (87), el
sistema de ecuaciones algebraicas en el dominio de la variable s, queda

8L1]1($) — SMIQ(S) + lel(s) = V/S (88)

RoI5(s) + sLals(s) — sMI(s) =0, (89)

donde se han considerado i1(0) = i2(0) = 0A. El sistema de ecuaciones (88)-(89)
puede ponerse en forma matricial

B o e =1 (90)

16
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Por ultimo, se resuelve el sistema dado en (90) mediante Cramer como

_ & _ A2

Ii(s Ir(s 91
) =7« kl)=3 (91)
donde A es el determinante de la matriz principal de (90), y Ay y Ay son los deter-
minantes de las matrices sustitutas 1 y 2, respectivamente.

Numéricamente, el determinante de la matriz principal de (90) queda

Ry +sLy —sM

_ _ 22
A= ‘ “sM  Ry+sLy| (Ry + sL1)(Ra + sLa) — s°M (92)
= (L1Ly — M*)s*> + (RyLoy + RoLy)s + Ri Ry = 2,565° + 165 + 12, (93)
el determinante sustituto 1 queda
|\V/s —sM |V 405440
A= ’ 0 Ro+sLy| ;(RQ tsla) = s ’ (94)
y el determinante sustituto 2
. Ry + sl V/S . .
Ay = ‘ Y, 0 =VM=12. (95)

Luego, las transformadas de las corrientes queda

Ii(s) = 15,625(s +1)  15,625(s+1) (96)
T (52 4+ 6,255 + 4,6875)  s(s + 0,87)(s + 5,38)
4,6875 4,6875
Iy(s) (97)

T 5246255+ 4,6875 (s +0,87)(s +5,38)

Por tdltimo, se aplica la antitransformada de Laplace para lo cual es necesario
hacer el desarrollo en fracciones parciales. La corriente 1 queda

10/3 0,51 2,88
I — _ > — ! 98
1) ==~ ~ T osr s+ 5,38 (98)
por lo que
. 10 —0,87t —5,38t
i1(t) = 5 — 0,510 —2,88¢7" [A], (99)
y la corriente 2
1,04 1,04
L(s) = — S — 100
28) = S 087 57 5,38 (100)
por lo que
in(t) = 1,047 087 — 104738 A]. (101)

17



