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Capitulo 1

Fundamentos

Cualquier problema eléctrico que involucre sefiales que varian en el tiem-
po puede ser completamente resuelto usando la teoria electromagnética des-
cripta por las ecuaciones de Maxwell. Esta teoria analiza los campos eléctri-
cos y magnéticos del problema, y la disposicién geométrica de sus partes
componentes.

Teniendo en cuenta las siguientes restricciones:

1. las dimensiones del circuito son suficientemente pequenas en compa-
racion con la longitud de onda de las senales, y

2. los efectos de disipacion y almacenamiento de energia en forma de cam-
po eléctrico y magnético que se produce a lo largo de todo el circuito
pueden ser reproducidos en elementos idealizados de dos terminales,
que concentran dichos efectos

entonces se puede aplicar la llamada Teoria de los circuitos para su analisis
y resolucion.

La primera de estas condiciones implica que las tensiones y corrientes
instantaneas medidas a lo largo de un cable pueden ser consideradas cons-
tantes para un determinado t, es decir que no haya diferencia debido al
tiempo de propagaciéon de la onda electromagnética en diferentes puntos de
la linea. Entonces los parametros se pueden aproximar

(t), (1.1)
i(t). 1.2

Para un sistema con una frecuencia de 50Hz por ejemplo, puede aplicarse
el método con gran exactitud a circuitos de varios kilémetros de longitud.
En cambio a frecuencias del orden de los GHz, se debe utilizar la teoria
electromagnética cuando la dimension del circuito supera el centimetro.

La segunda condicién es una consecuencia directa de la primera, ya que
si la senal puede considerarse constante a lo largo del circuito los efectos

Q
<

v(z,t)
i(x,t

Q

9



10 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

de almacenamiento y disipacion de energia pueden considerarse agrupados
sin alterar el comportamiento del sistema. Los elementos utilizados para
representar la disipacién y el almacenamiento de energia se los llama resistor,
inductor y capacitor.

La Teoria de los circuitos consiste en la aplicacién de una serie de leyes
obtenidas de experimentos realizados a lo largo de la historia, sobre un
modelo idealizado de circuito.

1.1. Circuito idealizado

El modelo idealizado de circuito se obtiene al representar los procesos
energéticos presentes en un circuito eléctrico mediante diferentes elementos
ideales, considerando las dos condiciones antes mencionadas. Los parametros
distribuidos a lo largo del circuito real son reemplazados por resistencias, in-
ductores y capacitores (pardmetros concentrados), las conexiones se realizan
con cables ideales y las fuentes de alimentacién se reemplazan por fuentes
ideales de tensién o corriente. Sobre estos elementos tienen lugar todos los
posibles comportamientos de la energia en un circuito a baja frecuencia. En
el resistor se produce la disipaciéon de la energia al medio en forma irrever-
sible, en el inductor se almacena la energia en forma de campo magnético
y en el capacitor se almacena la energia en forma de campo eléctrico. Las
fuentes son las que introducen la energia al circuito.

Para comenzar a estudiar los circuitos y las leyes que se utilizan en
la Teoria de los circuitos, es necesario formular las siguientes definiciones
respecto de la topologia de los circuitos:

Rama porciéon de circuito comprendido entre dos puntos de conexién o
terminales.

Nudo o nodo punto donde concurren varias ramas. Si concurren tres ra-
mas o mas se llama nudo principal.

Malla o lazo cualquier trayectoria cerrada dentro del circuito que resulte
de recorrerlo en un mismo sentido regresando al punto de partida sin
pasar dos veces por la misma rama.

A continuacién presentaremos los elementos ideales que conforman un
circuito idealizado. Los comportamientos fisicos que estos elementos ideales
representan fueron descubriéndose a lo largo de la historia de la ciencia
mediante distintos experimentos, que dieron lugar a las hoy conocidas leyes
de la electricidad, como por ejemplo la Ley de Ohm.

1.1.1. Resistencia - Ley de Ohm

Si consideramos una rama compuesta por un elemento resistivo puro, la
corriente eléctrica que circula por ella y la diferencia de potencial o caida
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de tensién que aparece entre sus extremos tienen una relacién lineal, que
depende del valor del elemento resistivo.

Esta relacién se obtuvo inicialmente en forma empirica considerando
elementos reales. El fisico aleman Georg Ohm publicé en 1826 que para casi
todos los conductores ensayados la caida de tensién entre los extremos era
mayor cuando mayor era la longitud del cable, y que a su vez era proporcional
a la corriente, dando lugar a la conocida Ley de Ohm'.

Originalmente fue formulada en su versién vectorial, que relaciona la
densidad de corriente J con el campo eléctrico E mediante la conductividad
o del material

J =0E. (1.3)
Su forma simplificada para el uso en Teoria de los circuitos es
VR = R’iR, (1.4)

donde R es el elemento concentrado que representa el intercambio (disipa-
cién) de energia con el medio en un circuito idealizado.

Esta ley es valida para todos los metales, el factor de proporcionalidad
R se llama resistencia, se mide en ohmios [§2] y depende de una propiedad
del material llamada resistividad p (inversa de la conductividad o), de su
longitud ¢ y de su secciéon A

14

(1.5)

La ecuacién (1.4) nos dice que a mayor corriente, mayor caida de tension
en R, es decir que la corriente debe atravesar al resistor entrando por el
extremo de mayor potencial para que esta igualdad sea valida, como se
muestra en la figura 1.1. Si una corriente 7 atraviesa al resistor desde su
extremo de menor potencial, es decir que ig = —ig, entonces la relacién

tensién corriente con ir sera

iR = —iR = 5 (1.6)

1.1.2. Autoinductancia - Ley de Faraday

El cientifico estadounidense Joseph Henry mientras experimentaba con
electroimanes not6é que al circular corriente eléctrica por estos circuitos se
producia un fenémeno similar a la cantidad de movimiento mecénico de los
cuerpos en velocidad (p = Masa - vel.), es decir que esa corriente eléctrica

! Aunque se ha demostrado que en realidad esta ecuacién fue descubierta 46 afios antes
en Inglaterra por Henry Cavendish.
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tendia a seguir circulando de forma constante en el tiempo. Este fenémeno
fue denominado momento electrocinético y se lo represent6 con la letra A

A\ = Lip,. (1.7)

La constante de proporcionalidad L es una caracteristica del circuito, al
igual que la masa es una caracteristica de un cuerpo. Esta constante L se
denomina autoinductancia y su unidad de medida es el Henrio [H].

Del mismo modo que para modificar la cantidad de movimiento p de un
cuerpo se debe aplicar una fuerza F', Henry encontré que para modificar el
momento electrocinético A se debe aplicar una diferencia de potencial, es
decir

d\  d(Liy)
= — = ].-8
LT T T ar (18)
donde si L es invariante en el tiempo
dir,
oL =L (1.9)

En forma independiente, en 1831 Michael Faraday desarroll6 en Inglate-
rra su conocida teoria de la induccién electromagnética, en la cudl utilizando
el concepto de campo magnético y lineas de flujo describié como al someter
un conductor a un campo variable, o al cortar con este las lineas de flujo del
campo, aparece una tensién inducida en el conductor que origina una circu-
lacion de corriente. Si por el contrario se hace circular una corriente variable
por el conductor, el propio campo magnético que ésta genera autoinduce
una tensién proporcional a la variacion de su flujo

de

=4 (1.10)

%
En el caso que el flujo magnético sea producido por un arrollamiento de N
espiras, la ecuacién anterior queda multiplicada por N

4o
o =N (1.11)

Igualando los voltajes deducidos por Henry (ec. 1.9) y Faraday (ec. 1.11)
se puede relacionar el momento electrocinético con el flujo magnético

(1.12)
Li,=N® = L=-—. (1.13)

En la figura 1.1 se muestra la relaciéon tensién corriente en un inductor
segin (1.9), es decir con la corriente entrante por el extremo de mayor
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potencial. Si una corriente 41, atraviesa al inductor entrando por el extremo

de menor potencial, tal que i1, = —iy,, entonces la relacién tensién-corriente
sera
diy,
v, = —L—. (1.14)
dt

Segiin (1.9), una variacién de corriente en el inductor provoca en sus
extremos una tension vy, proporcional a esta variacién, es decir que cuando
mas brusca sea la variacion mayor sera la tensién inducida vr,. Esto significa
que la corriente que atraviesa un inductor no puede presentar discontinui-
dades, pues una discontinuidad en la corriente induciria una tensién infinita
en el elemento. Esta caracteristica propia de los inductores se conoce como
condicion de continuidad de corriente en el inductor.

1.1.3. Capacitancia

El almacenamiento de energia en forma de campo eléctrico fue el efecto
mas tempranamente observado, a partir de un experimento conocido como
“botella de Leyden”, realizado en el ano 1746 en la ciudad Holandesa de
Leyden, Paises Bajos. Se descubrié que aislando dos placas metalicas, una
en el interior y otra en el exterior de la botella, se podian almacenar cargas
eléctricas, lo que dio lugar al primer capacitor.

Mas tarde se encontr6 que la cantidad de cargas acumuladas es propor-
cional a la diferencia de potencial entre las placas

q = Cuc (1.15)

La constante C' se llama capacitancia y se mide en faradios [F.

Recordando que la corriente eléctrica 4 es igual a la variacién de car-
gas por tiempo, derivando (1.15) respecto al tiempo obtenemos la relacion
tension - corriente en un capacitor

dve
dt’
donde C es constante. En la figura 1.1 se muestra la relacién dada por (1.16)

con sus referencias. Si una corriente ic = —ic recorre el capacitor entrando
por el extremo de menor potencial entonces la relacion tensién corriente sera

ic=C (1.16)

s dug

ic = T

La relacién tensién corriente (1.16) indica que una corriente en el ca-

pacitor provocara una variaciéon de tensién en sus bornes, que serd mayor

cuanto mayor sea dicha corriente. Si se sigue incrementando la corriente la

variacion de tensién serd cada vez mayor, pero para valores reales de co-

rrientes la variacion sera siempre finita. Por lo tanto la tensién a bornes del

capacitor no puede ser discontinua, pues esto implica una corriente infinita,
esto se conoce como condicion de continuidad de tension en el capacitor.

(1.17)
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resistor R inductor L capacitor C'
’ ' L

VR l iR VL, i iL vC T l ic
= Ri — r,din i~ = e

VR = 1UIR v, = at wc = dt

Figura 1.1: Relacion tensién - corriente en los elementos R, L'y C'

1.1.4. Fuentes ideales de tension o corriente

Las fuentes ideales son las encargadas de aportar la energia al modelo de
circuito idealizado. Una fuente ideal es un elemento capaz de proporcionar
una tension o corriente determinada, independiente de la carga. En cambio,
una fuente real proporciona una tensién o corriente de salida que depende
de la carga que esté alimentando. Esto se debe a que la corriente de salida
debe atravesar la resistencia interna de la fuente, provocando una caida de
tension que se resta a la f.e.m. de la fuente.

Una fuente real puede ser representada entonces por una fuente ideal mas
una resistencia conocida como resistencia interna o resistencia de salida. Esta
resistencia generalmente es considerada como parte del circuito de carga y
por ende no se la dibuja asociada a la fuente.

Segun sea el valor de la carga respecto de la resistencia de salida la fuente
real se comporta manteniendo cuasi-constante la tensiéon o la corriente de
salida

R;
o o o
Fuente * . * " *
real R, <V = -) Vo R, < Ve ~ =) Vo R, Ve
- - Ri<<R. -

Figura 1.2: Fuente de tension ideal

» Sila carga es mucho mayor a la resistencia de salida tal que (figura 1.2)

Vo
= —° 1.18
’ Ri +Rc ( )
. R,
Ve = RCZO = vom ~ Vo (119)

entonces la tensién aplicada se mantiene aproximadamente constante
ante variaciones de la carga. Este comportamiento esta representado
por una fuente de tensién ideal cuyo simbolo se ve en la figura 1.2
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= Si la resistencia de salida es mucho mayor a la carga que se esta ali-
mentando tal que
. Vo Vo
o= —— R — (1.20)
Ri + R, R;
entonces la corriente de salida permanecera aproximadamente cons-
tante ante las variaciones de carga. Esto se idealiza con una fuente de
corriente, cuyo simbolo puede verse en la figura 1.3

R;
— 1\ 4o ) o o
Fuente * L * _ *
real R. <V = =) Vo R, <Vc ~ b o R, Ve
- - Ry >> R, -

Figura 1.3: Fuente de corriente ideal

Ejemplo 1.1: Determinar la tension a bornes de un capacitor de C = 1F, que
es atravesado por una corriente ic que vale 4A durante 1s, y —4A durante
el siguiente sequndo.

Eligiendo las referencias de tensiéon y corriente tal que el capacitor sea
atravesado como una caida se cumple

dug(t)

lc(t) =C ETIRE

(1.21)

luego, para determinar la tensién en el capacitor se debe integrar ambos
miembros a lo largo del tiempo. La integraciéon puede hacerse en forma
definida entre los tiempos de interés, o en forma indefinida y ajustando la
respuesta mediante la constante de integracién.

Integral definida: La integral definida en un intervalo de tiempo dado
serd

/ttlic(t) dt = ttlcdvgt(t) dt = C vo(t)|" (1.22)
/t Yio(®) dt = C o (h) — vo(to)] (1.23)
volty) = % ttlic(t) dt + vo(to), (1.24)

con lo cudl se obtendrd la tension resultante en t; luego de aplicarse la
corriente i durante el intervalo [tg, t1], es decir un ntimero. Si lo que se desea
es conocer la forma que esta tensién evoluciona desde ty a t1 simplemente
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se reemplaza el limite superior de integracién por t tal que tg < t < t3
quedando

1 t
_Eto

El intervalo de integracién para este caso debe ser de 2s, que es el tiempo
que dura la corriente aplicada al capacitor, por ejemplo tg = Os y 1 = 2s
con lo que 0 < t < 2. Como la funcién corriente no es la misma a lo largo de
todo el intervalo, se puede descomponer en dos intervalos de 1s cada uno y
obtener para cada subintervalo la funcién tension correspondiente, es decir

ve(t) ic(t) dt + va(to)- (1.25)

1t
v, (1) = & / icy (1) dt + ve, (0); 0s < t < s, (1.26)
0
1 gt
veu(t) = 7 / i, (8) df + vo, (1); Is < t < 2. (1.27)
1
donde ic, (t) = 4A e ic,(t) = —4A. Un inconveniente que surge en este

célculo es que debe conocerse el valor de la funcién ve, en t = 0 (vc,(0))
antes de conocerse la funcién wvc, (t). Para determinar este valor se debe
aplicar la condicién de continuidad de tensién en el capacitor a partir de
las condiciones del circuito, en este caso de la situacién que se encuentra
el capacitor en ¢ = 0. Si no se especifica lo contrario se asume siempre que
el andlisis del circuito comienza con el elemento almacenador de energia
descargado, en este caso el capacitor. Por lo tanto la tensién inicial del
capacitor sera cero, es decir vc, (0) = 0. Con esto

1t
ve ) = /0 i, (£) df + v, (0) (1.28)
t
ve, () = / 4dt = 4t} (1.29)
0
ve, (t) = 4t; 0s <t < 1s. (1.30)

En t = 12 esta tensién toma el valor
ve, (1) =4V, (1.31)

que por condicién de continuidad de la tensién vc, en ¢t = 1° debe tomar
este mismo valor, vc, (1) = 4, con lo cuél

1/t
ve(t) = & [ ica(t)dt+ vy (1) (1.32)
t
Ve, () = / —4dt +4= —4tf, +4 (1.33)
1
vy, (t) = —4t + 8; Is <t < 2s. (1.34)

2En rigor, un infinitésimo de tiempo antes de t = 1, ya que la funcién se definié para
O0<t<1.
3Un infinitésimo de tiempo después de t = 1.
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Integral indefinida: La integral indefinida debe calcularse teniendo en
cuenta que la corriente se representa por tramos, es decir

ic, (t) = 4A; 0s <t < 1s, (1.35)
ic, (t) = —4A; 1s < t < 2s, (1.36)

por lo tanto para Os < t < 1s tendremos

vo, (1) = é / i () dt + Ky = 4t + K, (1.37)
y para 1s <t < 2s

vo, (1) = é / iy () dt + Ky = —4t + Ko, (1.38)

con K1 y K las constantes de integracién. Para calcular el valor de estas
constantes se debe aplicar nuevamente la condiciéon de continuidad de tensién
del capacitor segtin las condiciones impuestas por el circuito. Entonces para
el primer tramo se sabe que el capacitor esta descargado, y por lo tanto en
t = 0 su tensién debe ser OV

e, (0) = 4(0) + Ky =0 = K; =0, (1.39)
ve, (t) = 4t; 0s <t <l1s. (1.40)

Para el segundo tramo se debe cumplir que la tensién del capacitor sea
continua, es decir vc, (1) = vc, (1) = 4V, de donde

ve,(1) = —4(1) + Koy =4 = Ky =8, (1.41)
ve, () = —4t + 8; Is <t < 2s. (1.42)

En la figura 1.4 se muestra la forma de la tension del capacitor para todo
t. Notar que la tensién comienza en 0V, luego para cada intervalo corres-
pondiente toma el valor segin las ecuaciones vc, (t) y v, (t), y permanece
en OV para t > 2s.

(%e} (t) ) iC (t)
4V +

4A

|
|
| I
1s 2s

—4A +

Figura 1.4: Variacién de la tension del capacitor y corriente de excitacion.
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1.2. Leyes de Kirchhoff

Los pardmetros fisicos de interés en un circuito eléctrico son principal-
mente la tensiones entre nudos y las corrientes de rama. Conociendo estos
parametros se pueden determinar los elementos que conforman un circuito,
realizar analisis de potencia y energia, estudiar los fenémenos transitorios,
etc. La reglas o leyes que describen el comportamiento de estos parametros
en un circuito se las conoce como leyes de Kirchhoff.

1.2.1. Ley de Kirchhoff de las corrientes

Para representar una corriente eléctrica se necesitan un nimero real que
represente su intensidad i més una referencia que especifica su sentido de
circulacién, como se muestra en la figura 1.5. La flecha indica el sentido
positivo instantaneo que tendrd la corriente en un tiempo ¢ dado, entonces
una corriente que circula en el sentido de la flecha se la representa con un
valor de intensidad ¢ positivo, y una corriente que circula en sentido inverso
se representa con un valor de intensidad negativo (i < 0).

Figura 1.5: Ley de Kirchhoff de las corrientes

La ley de Kirchhoff de las corrientes (LKI), también llamada ley de los
nudos, afirma que la sumatoria algebraica de las corrientes en un nudo es
igual a cero

zn: ir(t) =0 (1.43)
k=1

entendiéndose por suma algebraica a la suma de cada corriente segin su
sentido de referencia respecto del nudo. Es decir, considerando las corrientes
entrantes con un signo y las salientes con otro. De aqui que otra forma de
enunciar la misma ley de los nudos es: la sumatoria de las corrientes que
entran a un nudo es igual a la sumatoria de las corrientes que salen. La
ecuacion que resulta de aplicar esta ley se la llama ecuacion de equilibrio del
nudo o simplemente ecuacion de nudo.

Ejemplo 1.2: Determinar la ecuacion de equilibrio del nudo representado en
la figura 1.5 y calcular el valor de iy si las corrientes valen i1 = 3A, i = 5A
€ i3 = 3A.
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Determinar la ecuacién de equilibrio del nudo implica aplicar la ley de
Kirchhoff de las corrientes en el nudo. Para realizar una sumatoria algebraica
sobre un nudo se debe asignar un signo a cada corriente que indique si esta es
entrante o saliente en el nudo®. Tomando positivas a las corrientes entrantes
al nudo nos queda

11 —to+i3+14 =0 (1.44)
esta es la ecuacion de equilibrio del nudo. Luego despejando i4 tenemos
iy=—-3+5-3=-1A (1.45)

el signo menos significa que por la rama 4 circula una corriente de 1A de
sentido contrario al indicado por la flecha.

La eleccién de los sentidos de referencias de las corrientes es arbitraria,
pero debe tenerse cuidado de elegirlos al principio del anélisis y luego res-
petarlos durante todo el desarrollo. En efecto, si para el mismo problema

o
21 /:

3

Figura 1.6: Ley de Kirchhoff de las corrientes

del ejemplo 1.2 elegimos las referencias como en la figura 1.6 la ecuacion de
equilibrio del nudo serd’

i1 —ig — i3 — 14 = 0, (1.46)

luego, al tratarse de las mismas corrientes reales, la i3 valdrd —3A debido
al cambio de referencia, y la i4 sera

i1=3-5—(-3)=1A (1.47)

de donde iy = —iy4.

4No debe confundirse el signo asignado a cada corriente para realizar la sumatoria
algebraica con el signo propio de cada corriente, el cudl indica si su sentido coincide o no
con el de referencia.

5Notase que al cambiar las referencias de las variables se eligen nuevos nombres de fun-
cién (%3 # i3, etc.) para remarcar que se tratan de diferentes funciones aunque representen
el mismo parametro fisico.
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1.2.2. Ley de Kirchhoff de las tensiones

La ley de Kirchhoff de las tensiones (LKV), también llamada ley de las
mallas, afirma que la suma algebraica de todas las fuerzas electromotrices
aplicadas a lo largo de una malla es igual a la suma algebraica de todas las
caidas de tension en los elementos pasivos de esta malla. Se puede enunciar de
forma mas general sin diferenciar entre fuerzas electromotrices y elementos
pasivos diciendo que la suma algebraica de las diferencias de potencial a lo
largo de una malla es cero

Xn: vi(t) =0, (1.48)
k=1

donde para realizar la sumatoria algebraica se asigna diferente signo a las
subidas que a las caidas de tensién. La ecuacion (1.48) se la llama ecuacion
de equilibrio de la malla o simplemente ecuacion de malla.

Ejemplo 1.3: Aplicando la ley de Kirchhoff de las tensiones determinar
la ecuacion de malla del circuito de la figura 1.7. Luego, sabiendo que
vy = 10V, vg, =4V y vr, = 16V, calcular el valor de vs.

U1 V2

Figura 1.7: Ley de Kirchhoff de las tensiones

Para determinar si la tensiéon de un elemento es una subida o una caida
de tensiéon se debe establecer un sentido de recorrida de la malla. De esta
forma se tendra una subida de tensién en los elementos que al recorrer la
malla se ingrese por la referencia negativa y una caida en los elementos que
se ingrese por la referencia positiva.

Entonces, recorriendo la malla de la figura 1.7 en el sentido de la corriente
i a partir del generador v; y tomando como positivas las subidas de tensién®,
la ecuacion de malla es

U] — VR, — VR, — V2 = 0. (1.49)
Luego, despejando ve de (1.49) se tiene
vy = 10V — 4V — 16V = —10V (1.50)

el signo menos indica que el generador vy tiene polaridad opuesta a la indi-
cada por la referencia.

5La asignacién de un signo determinado para las subidas o caidas de tensién es arbi-
trario y no altera la solucién del problema, como se vera mas adelante.
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UR, .

+ VR,
<
(%1 % (%)

Figura 1.8: Ley de Kirchhoff de las tensiones

Si se recorre la malla en sentido contrario al anterior, los elementos que
antes fueron considerados subidas de tensién seran ahora caidas, como la
ley de Kirchhoff no establece cémo se debe recorrer la malla es de esperarse
que esta eleccion arbitraria no modifique la ecuaciéon de equilibrio de la
malla. Mas aln, si se toma arbitrariamente la referencia de la tensién en
el segundo elemento (R2) en forma contraria al caso anterior (ahora vg,),
se debe arribar al mismo resultado al calcular la tensiéon del generador vs.
En efecto, sean las referencias como en la figura 1.8, la nueva ecuacién de
equilibrio de la malla recorrida en el sentido contrario al de la corriente ¢
sera

—v1 + vy — VR, + vR, =0, (1.51)

donde por tratarse del mismo problema, los valores de tensién son vy = 10V,
vr, = 4V y Ur, = —16V. Despejando ve de (1.51) se tiene

vy = 10V + (=16V) — 4V = —10V, (1.52)

que coincide con el resultado obtenido anteriormente.

1.3. Asociacién equivalente de elementos

Muchas veces aparecen en los circuitos ideales varios elementos de un
mismo tipo que, aplicando las leyes de Kirchhoff, pueden asociarse en un
unico elemento de valor equivalente, de forma que no se modifiquen los
parametros eléctricos en el resto del circuito. Este remplazo puede realizase
tanto con elementos en serie como con elementos en paralelo, veremos a
continuacién como obtener el valor equivalente para cada elemento y cada
configuracion.

1.3.1. Elementos en serie

Supongamos que una corriente i(t) circula por una rama de un circuito
atravesando una serie de resistores I?; e inductores L;. La suma algebraica
de las tensiones de cada elemento sera igual a la tensién entre los extremos
de la rama, por ejemplo para la rama de la figura 1.9 serd
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VR, UL, UR, ULy URy ULy UReq VLeg

+ - o+ -+ - o+ - + -+ - + -+ -
— _ —

Ry L Ry L, {Ry Lu| = m

+ Urama - + Urama -

Figura 1.9: Asociacién de resistores e inductores en serie.

Urama = VR, + UR, + UL, + UL, + URs + - - + URy + ULy (1.53)
N M

Urama, = Z UR; + Z ULja (154)
i=1 j=1

teniendo en cuenta las referencias de tensién de los elementos la ecuacion
anterior se puede poner en términos de la corriente i(¢) como

N dz
Urama = (Z Ri> it Z L; (1.55)
=1

ya que la corriente i(t) es comin a todos los elementos por lo que puede
sacarse como factor comun de la sumatoria. Luego

Urama = Reqi(t) + Leq—— = VReq T VLeg (1.56)
es decir que un conjunto de resistores (o de inductores) en serie puede ser
reemplazado por un tnico elemento de valor equivalente sin alterar los demas
parametros del circuito. El valor equivalente es igual a la suma de los valores
de todos los elementos de la rama

.
=

s
I
—

Req By (157)

I
M=
S

Leq (1.58)

<.
I
—

Consideremos ahora un conjunto de capacitores Cj conectados todos en
serie que son atravesados por una corriente i(¢), como se muestra en la figura
1.10. Anédlogamente podemos expresar la sumatoria de las caidas de tensién

Cy ve, UCN VCeq
-y P
S i
1 - Ceq ¢
¥ VUrama +  Urama -

Figura 1.10: Asociacién de capacitores en serie.
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de la rama de la siguiente manera

N
Urama = Z VCy, (159)
k=1
Yoo Moy g
Urama = 1;1 <Ck / i(t) dt) - (12_:1 ck) / () dt (1.60)
VUrama = Citq /7/(t) dt (161)

es decir que el conjunto de capacitores puede ser reemplazado por uno equi-
valente tal que

L f; = (1.62)
Co 2= Gy '

sin modificar los parametros eléctricos de los deméas componentes del circui-
to.
1.3.2. Elementos en paralelo

Por medio de un anélisis similar al del parrafo anterior se pueden reem-
plazar varios elementos conectados en paralelo por uno equivalente. Para el

1 1
" - —
lic, | iCy TiiCN
UparaleloTCI - C'2 - CNJ = 'UparaleloT Ceq -

Figura 1.11: Asociacién de capacitores en paralelo.

caso de capacitores asociados en paralelo, como se muestra en la figura 1.11,
la tension aplicada a cada elemento es siempre vparalelo, POT lo que aplicando
la ley de Kirchhoff de las corrientes 7 = ic, +ic, + - + ic, y operando se
llega a que el valor del elemento equivalente es

C'eq = ZOZ (163)

Si consideramos resistores e inductores en paralelo y operamos igual que
antes tendremos

1 1
-y = 1.64
Req “ R;’ (1.64)
1 1
=3 = 1.
Leq “Li (1.65)

respectivamente.
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1.4. Sistemas lineales

Un sistema es lineal si y sélo si se satisfacen las propiedades de superpo-
sicion y homogeneidad para todas las excitaciones y respuestas

Superposicién. La propiedad de superposicion se satisface si al excitar el
sistema con una excitacién i1 se obtiene v y con una excitacién i se
obtiene vy, entonces al excitar con la suma de las excitaciones 71 + 9
se obtiene la suma de las respuestas

siip = v (166)
€ ig = U (167)
entonces i1 + ia = v + V2 (1.68)

Homogeneidad. La propiedad de homogeneidad se satisface si al multi-
plicar una excitacién por un nimero real k, se multiplica también la
respuesta por ese mismo factor

Si iz = vs (1.69)
entonces kiz = kvs (1.70)

Los circuitos tratados en Teoria de los circuitos I contienen sélo ele-
mentos lineales, por lo que se trata de sistemas lineales y cumplen con las
propiedades de superposicion y homogeneidad. Estas propiedades normal-
mente se presentan en forma de teorema

Teorema de Superposicién: en un circuito lineal, constituido por ele-
mentos lineales y fuentes, se puede hallar la respuesta total hallando
la respuesta a cada fuente haciendo cero todas las demés y sumando
después las respuestas individuales.

Para hacer cero o pasivar una fuente de tensién se debe reemplazar
dicha fuente en el circuito por un corto circuito.

Para hacer cero o pasivar una fuente de corriente se debe abrir el
circuito en los bornes de dicha fuente.
1.5. Potencia y energia

En un elemento o circuito en general, con una tensién v(t) en sus bornes
y una corriente i(t) circulando por el, la potencia eléctrica p(t) en el elemento
se define como

p(t) = v(t)i(t) (L.71)
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su unidad de medida es el vatio, [W], y representa la velocidad de cambio
de la energfa. Si p(t) > 0 entonces la energia en el circuito o elemento de
circuito estd aumentando, si p(t) < 0 la energia esta disminuyendo.

La integral de esta potencia instantdnea es la energia w(t), almacenada
o disipada en el elemento segtin corresponda

w(t) = / p(t) dt (1.72)
cuya unidad de medida es el joule [J], equivalente a [W - s].

1.5.1. Resistor

En un elemento resistivo puro, la potencia instantanea sera

vi(t)
R

Pr(t) = vr(Di(t) = Rik(t) = (1.73)

donde
’L)R(t) = R’iR(t), (1.74)

como el valor de R es siempre mayor a cero, la potencia instantidnea es
siempre positiva ya que depende de la tensién o la corriente al cuadrado.
Esto significa que la variacién de energia en un resistor es siempre positiva (la
funcién disipacién de energia es monétona creciente), es decir que la energia
en el elemento siempre aumenta debido a que se trata de un elemento que
disipa energia al medio.

wn (t) = /pR(t) dt = R/z‘zR(t) dt = ;/vg(t) dt. (1.75)

Por ejemplo, si se trata de una corriente de valor constante ig(t) = Iy, la
potencia y energia instantaneas seran

pr(t) = RI§ (1.76)
wg (t) = RIZt (1.77)

que como se ve la energia crece indefinidamente con t.

1.5.2. Inductor
Para un elemento inductivo puro la potencia instantanea sera

dir, ()
dt

pL(t) = vr(t)iL(t) = Lip(t) (1.78)

en general la corriente ir,(¢) y su derivada pueden tener distinto signo, en-
tonces habra situaciones en las que la potencia instantanea serd negativa.
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Este signo negativo de la potencia instantanea representa una disminu-
cién en la energia acumulada en el elemento.
La energia instantanea en un inductor serd

wi®) = [m®de =1 [w@di) =602, (1719)

Es claro que la energia acumulada no puede tomar valores menores a cero,
pero a diferencia de la energia disipada por un resistor, esta esta limitada por
los valores méximo y minimo que pueda tomar el cuadrado de la corriente.
Para un valor maximo de corriente I, . la energia acumulada en el inductor
tomard su valor maximo y sera igual a

Wi, (1.80)

max max

1
= _LI}
2 L

Ejemplo 1.4: Determinar la potencia y energia mdxima asociadas a un in-
ductor L por el que circula una corriente’ ip(t) = I,
constante mayor a cero.

_t
T, CON T Uuna

L€ T,
max

La corriente que circula por el inductor en este caso es una exponencial
decreciente, que en t = 0 vale I1,_, y tiende a cero cuando el tiempo crece.
La potencia instantanea dada por esta corriente sera

2t

pu(t) = LI, % (1.81)
Segtin (1.79) la energia almacenada en un inductor depende de la corriente,
es decir que si la corriente estd decreciendo como en este caso la energia
acumulada debe estar decreciendo, esto es lo que indica el signo menos en
la potencia instantanea.

La energia instantdnea (acumulada, por ser un inductor) sera

2t

1
wy,(t) = 5Lff T (1.82)

. €
max

que como se esperaba decrece con el tiempo tendiendo a cero.
Tanto la potencia como la energia tienen su valor maximo en ¢t = 0

1
Y, . =——LI} (1.83)
7— max
1
Lméx = §LIEméx7 (184)

esto indica que la energfa acumulada es maxima al inicio (cuando la corriente
es mas grande) y que la velocidad con la que se pierde energia acumulada

"Como veremos més adelante esta es una corriente muy comunmente encontrada en
un inductor ya que se trata de la respuesta natural de un sistema de primer orden de
constante de tiempo 7.
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(potencia) es maxima también al principio. Més adelante, en la unidad que
estudia los sistemas de primer orden, volveremos sobre este andlisis con
mayor detalle.

1.5.3. Capacitor

Para el caso de un capacitor la situacién es similar a la del inductor, la
energia almacenada instantanea no puede ser menor a cero pero si puede au-
mentar y disminuir, consecuentemente la potencia instantanea podra tomar
valores positivos y negativos. Las ecuaciones son

pe(t) = ve®lic(t) = Cuc(t) o (1.85)
welt) = [po(t)dt = 5Cuc(v? (1.86)
We, .. = %Cvgméx. (1.87)

1.6. Induccion mutua

La circulacién de corriente por una espira genera un campo magnético
segun la Ley de Ampére generalizada, que debido a su variacién produce una
tension autoinducida dada por la Ley de Faraday. Si una segunda espira
es acercada a la zona de influencia de este campo magnético, aparece en
sus bornes una tensién inducida que depende de la variacién del campo
magnético de la primer espira. A su vez si por esta segunda espira circula
una corriente variable, aparece un campo magnético propio que al abrazar
la primer espira induce también sobre ella una nueva tensiéon. La tension
que se induce debido a este campo externo en una y otra espira se conoce
como tension inducida mutua, y cuando esto ocurre se dice que los elementos
estan acoplados inductivamente.

La tensién autoinducida en un inductor es, como vimos, porporcional a
la variacion de flujo que abraza las espiras y a su nimero de espiras N

d®
v=N—. 1.88
% (1.88)
La variacion de flujo con respecto a la corriente es proporcional al coeficiente
de autoinducciéon L

do
L=N— 1.89
v (189
de forma que llevando (1.89) a (1.88) tenemos
€
v="L" (1.90)

dt
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la ya conocida ecuacién que vincula la tensién autoinducida en un inductor
provocada por el flujo que genera la circulacién de corriente por el propio
inductor.

Si ahora acercamos un segundo inductor por el cuél circula una corriente
19, de forma tal que parte del flujo generado por esta corriente se concatena
con el del primer inductor, el flujo total por el inductor serd

® = dy + kb, (1.91)

con @1 el flujo generado por la propia corriente i; del primer inductor y kP4
la porcién de flujo generado por el segundo inductor que por proximidad
abraza las espiras del primero. Por lo tanto la tensién inducida total depende
ahora de la suma de estos flujos

UL, = Nl% = Nld(il + Ny dZ;I)Q
El factor k representa la porcién del flujo @9 que abraza a las espiras del
primer inductor, su valor entre 0 y 1 depende de la distancia y geometria
entre los inductores y se conoce con el nombre de factor de acoplamiento.
Como este factor en general no depende de ¢, puede escribirse fuera de la
derivada, quedando

(1.92)

dd, Ad,
Nik—2.
a TRy

La concatenacion de flujo puede ser positiva o negativa, es decir el flujo
®; propio del primer inductor puede verse reforzado o debilitado por el flujo
k®o aportado por el segundo inductor, dependiendo de la direccién del cam-
po magnético. La direccién del campo magnético en un arrollamiento viene
dado por la regla de la mano derecha y depende del sentido del arrollamiento
y de la corriente que lo atraviesa.

La ec. (1.93) corresponde al caso en que los flujos se refuerzan, ya que
como se ve ambos términos tienen igual signo. Si los flujos se debilitan, los
signos correspondientes a cada término deberdn ser opuestos®, y la tensién
inducida total sera

(% N1 (1.93)

4o 4o
v, = Ny dtl — Nik dt2, (1.94)
en general
4o 4o
oL, = Ny dtl + Nik dt2, (1.95)

8Notar que si la referencia de tensién se toma en forma opuesta a vr,,, ambos términos
de (1.94) cambiaran de signo, de forma que los flujos se sigan debilitando, es decir
dd, d®,

1~)L1 = —UL; = _NIE +N1kg
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es decir que la tensién ahora a bornes del inductor aparece formada por dos
términos: la tensién autoinducida (que depende del flujo ®; que se genera
por la circulacion de la corriente i1 ) y la tensién inducida por el acercamiento
del segundo inductor. Esta tensién se conoce como tension inducida mutua
d®s
=+Nik—. 1.96
k= (1.96)
La tension inducida mutua depende del flujo concatenado k®o, que es
generado por la corriente i que circula por el segundo inductor. Podemos
relacionar esta tensién con la corriente io que genera el flujo ®» por medio
de un coeficiente, analogo al coeficiente de autoinduccién L. Este nuevo
coeficiente se llama coeficiente de inductancia mutua y se simboliza como
Moy, v al igual que el coeficiente de autoinduccién L se mide en Henrios
d®d, dio

/ULlfmutua = :l:leE = :tM2lau (197)

ULI —mutua

donde

d®
My = Nyk—2. (1.98)
dZQ
Luego, llevando (1.97) a (1.95) podemos poner la tensién en el inductor en
términos de las corrientes 71 e i9, quedando
diy dig
=L1— 4+ My—. 1.99
Yl = Mgy g (1.99)
Si consideramos ahora la tensién inducida vr, en el segundo inductor
de cantidad de espiras Ny observamos que al acercarlo al primero también
aparecerd en el una tensién inducida mutua, que dependerd de la corriente
71 o del flujo concatenado k®1, es decir
diy dd,
VLo mutua — Zl:MlQE = iNQkW, (1100)
con

Mis = Nok———. (1.101)
dZ1
Entonces la tensién total inducida en el segundo inductor estard también
compuesta por su tensiéon autoinducida y esta tensiéon inducida mutua

dis diy
v, = Lo— + Mijo—. 1.102
be ™2y 2 (1.102)
Es decir que en el conjunto de inductores acoplados la concatenaciéon de
flujos es mutuo, y por conservacion de energias puede demostrarse que esta

mutua induccién es idéntica

Myy = My = M. (1.103)
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Luego, las tensiones en uno y otro inductor seran

dig dig

Y S Y 1.104
U = M at’ (1.104)
dis diy
22 & 1.1
Ule = 227 dt (1.105)

La representacién circuital de inductores acoplados magnéticamente se pue-
de ver en la figura 1.12 donde se muestra simbdlicamente la induccién mutua
mediante el coeficiente M.

M
i1 O\ L +/Z‘2
14 or,
LyC.

ULl

Figura 1.12: Inductores acoplados magnéticamente.

1.6.1. Relaciéon entre los coeficientes M y L

Considerando la identidad (1.103), vemos que

dd, do,
M = Njk—= = Nok—— 1.106
™ diy 2V iy ( )
por lo tanto
M? = k*L Ly, (1.107)

M = kv/L1 L. (1.108)

Como k es un factor de acoplamiento que toma valores entre 0 y 1, el coefi-
ciente M serd

0< M < ILiLs. (1.109)

1.6.2. Regla de los puntos

Para determinar si los flujos se refuerzan o se debilitan al concatenarse
en un arrollamiento se debe conocer el sentido de cada uno de ellos apli-
cando la regla de la mano derecha. La regla de la mano derecha establece
que si se envuelve un arrollamiento con la mano derecha de forma que los
dedos indice a mefiique copien el sentido de circulacién de la corriente, el
dedo pulgar marcara el sentido de las lineas de flujo sobre ese arrollamiento.
Para saber si los flujos se refuerzan o debilitan se debe aplicar esta regla a
ambos arrollamientos, para lo cual se debe conocer, ademas del sentido de
circulacién de la corriente, la geometria de los arrollamientos.
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Una forma de representar la geometria de los arrollamientos sin tener
que dibujarlos es colocando puntos en los extremos por donde deben ingresar
ambas corriente para que los flujos se refuercen (ver figura 1.13). Observan-
do que cada cambio de sentido de circulaciéon de las corrientes implica un
cambio en el sentido del flujo que genera, todas las variantes quedan deter-
minadas. Por ejemplo, si se invierte la circulacion de una de las corrientes
(o si se invierte el sentido del arrollamiento, es decir se cambia de extremo
uno de los puntos) de forma tal que ahora la corriente sea saliente por el
extremo con punto, los flujos que antes se reforzaban ahora se debilitan. Si
ahora se invierte la otra corriente (o el otro arrollamiento) de forma que
ambas corrientes sean salientes por el extremo con punto, los flujos vuelven
a reforzarse. Luego las reglas para determinar si los flujos se refuerzan o
debilitan son: si ambas corrientes entran o salen por extremos con punto los
flujos se refuerzan, sino se debilitan. Estas reglas se conoce como reglas de
los puntos.

En la figura 1.13 se muestran un par de circuitos acoplados en los que se
invierte el sentido de uno de los arrollamientos, con el consecuente cambio
de posicién del punto que lo representa. Asi, el sistema de ecuaciones de
equilibrio del circuito de la izquierda serd

diy dis
=L1—+M—= 1.11
v = gy T (1.110)
dig diy
=Lo—+M— 1.111
Ve = S2Tgy T (L111)
mientras que para el de la derecha
diy dis
=Li— -M— 1.112
Yl = gy dt” (1.112)
dis diy
=Lo— — M—. 1.113
Vo = 52y dt (1.113)
M M
i1 N L L i i1 N L[N
v, o 7 S, L,
7 LG _
(a) Flujos se refuerzan (b) Flujos se debilitan

Figura 1.13: Regla de los puntos. En el circuito de la figura (a) ambas corrientes
entran por los extremos con punto, lo que indica que los flujos se refuerzan. En el
circuito de la figura (b) una corriente entra por el extremo con punto y la otra sale,
indicando que los flujos se debilitan

Ejemplo 1.5: Encontrar las ecuaciones de equilibrio de las corrientes del
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circuito de la figura 1.1/, donde Ry = 290, Ro = 392, L1 = 1H, Ly = 2H,
M =1H y v(t) = sen(10t)V.

R1 M
v(t) YL L, 2 =t

Figura 1.14: Circuito acoplado magnéticamente

El circuito esta compuesto por dos mallas, en cada una de ellas se debe
cumplir la ley de Kirchhoff de las tensiones. Eligiendo las tensiones asociadas
a cada elemento como en la figura 1.15, para la malla I se tiene

2Q) 1H
sen(10t) g o 3Q
Malla I *1 Malla II

Figura 1.15: Circuito acoplado magnéticamente

v(t) = vRr, + vL,- (1.114)
Como la corriente atraviesa al elemento R; como una caida, la tension sera
UR; = Rlil == 2i1. (1115)

La tension en el inductor vy, tiene una componente autoinducida y otra
inducida mutua debido al acoplamiento magnético. Como la corriente atra-
viesa al elemento también como una caida, la componente autoinducida vale

hy
Ly gt

Para determinar la componente inducida mutua debido a is se aplica
la regla de los puntos, que para este caso como una corriente entra por un
punto y la otra sale los flujos se debilitan, por lo tanto la tensién inducida
mutua debe ser de signo contrario a la tensiéon autoinducida, es decir —M %2.
Luego, la tension total sobre el inductor Lq sera

diy die  di;  dig
v, =l —-M—=———. 1.116
b at At dt (1.116)
Llevando todo a (1.114) nos queda

. diy  diy
- [ Y 1.11
o(t) = Ruiy + Ly I (1.117)
diy  di
sen(10) = 2iy + —% — &2 (1.118)

dt  dt’
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Para la malla II tendremos

0 = vL, + VR,, (1.119)
donde la tensén en Ry serd
VR, = R2i2 = 3’i2, (1.120)
y en Lo
dis diq dis  diy
=ly—-M-—=2—— - — 1.121
Vhe = 227, a - Tar a (1.121)
entonces
) dig diq
0=R L - M— 1.122
212 + L2 1 TR ( )
) dis  dig
0=3 2— — —. 1.123
R TR (1.123)

Las ecuaciones diferenciales (1.118) y (1.123) son las ecuaciones de equilibrio
del sistema en términos de las corrientes i1 e i

di;  dig

) dip  dig
0=3 2— — —. 1.125
P T (1.125)

Resolviendo este sistema de ecuaciones diferenciales, como veremos més ade-
lante, se encuentran las corrientes i1 e is.
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Ejercitacion

Ejercicio 1-1
Aplicando la Ley de Kirchhoff de tensiones (LKV), para el circuito de la
figura 1.16 se pide

1. encontrar una expresion de vy (y 02) en funcién de los demds pardame-
tros del circuito,

2. calcular el valor de la tensién en voltios haciendo v = 12V, Ry = 10012
y Ry = 20012

3. calcular la potencia disipada en la resistencia Rs.

R1 Rl

+ -

Rs V2 R V2

- +

Figura 1.16: Célculo de la tensiéon en un divisor resistivo.

Ejercicio 1-2
Aplicando la Ley de Kirchhoff de corrientes (LKI) en el circuito de la
figura 1.17 se pide

1. encontrar una expresién de iy (e i2) en funcién de los demés parametros
del circuito,

2. calcular el valor de corriente en amperes haciendo i = 1,24, Ry = 1092
y R2 = 297

3. calcular también la potencia disipada en la resistencia Rs.

V2 tig

i Ry i Ry

Figura 1.17: Calculo de la corriente en un divisor resistivo.
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109 10Q
+ ’URI /Z}Rl +
O Ty D2V 10vE i G20V
2002 2092
’UR2 * UR2 +

Figura 1.18: Plantear LKV y encontrar vg,.

Ejercicio 1-3
Aplicando la LKV segtn las distintas referencias que se muestran en la
figura 1.18, calcular para cada caso el valor de la tensién vg,.

Ejercicio 1-4
Aplicar la LKV y calcular la tensiéon vg, segin la referencia que se mues-
tra en el circuito de la figura 1.19.

10092

10V(Z) 1009 +
209

URg

Figura 1.19: Plantear LKV y encontrar vg, ().

Ejercicio 1-5
Aplicando LKI calcular la corriente i3 segtin la referencia que se indica
en el circuito de la figura 1.20.

5Q

\ig

0,5A (¢ 120 80

Figura 1.20: Planteando LKI encontrar la corriente i3.

Ejercicio 1-6
En el circuito divisor de tensién de la figura 1.21 el valor de tensién de
fuente es v = 50V, y se desea que vo = 20V. Se pide:

1. Calcular el valor de resistencia R9 si R; = 27082
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2. Modificar los valores de Ry y Ry para que la potencia disipada en
ambas resistencia sea P < 0,5W

Ry

+

Ry V2

Figura 1.21: Diseno de divisor resistivo de tension.

Ejercicio 1-7
Por un circuito serie RL con R = 5Q y L = 0,004 H circula una corriente
como la de la figura 1.22. Calcular y graficar vg(t) y vr(¢).

i(t)[A]
5 .

|
2.107%  4.107* 6-107® 81073
0 1 : i ./
|
|
-5 —+

Figura 1.22: Corriente circulante por el circuito RL serie.

tfs]

Ejercicio 1-8
La tension representada por la figura 1.23 se aplica a un circuito RL
paralelo de R = 4Q y L = 10mH. Calcular y graficar la corriente total i(t).

v(t)[V]

20— 1
| [ |
10 + \ } \
I I
Q | | |

’ ?—3 '—3 '—3 t[S]
10 4 5'10\ 10v16‘) 15-16‘)
| [ |
20 -+ e I

Figura 1.23: Tensién aplicada al circuito RL paralelo.

Ejercicio 1-9

Una rama RLC, con R =2, L =2mH y C = 500uF, es atravesada por
una corriente cuya forma se representa en la figura 1.24. Calcular y graficar
las tensiones de cada elemento.
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i(t)[A]

- . 7

I I I I
1107 210-* 310~ 410~ 510~ g0 L8]
10+

Figura 1.24: Corriente de rama.

10 +

P

Ejercicio 1-10

La caida de tensién en el elemento inductivo del circuito serie de la
figura 1.25a es como se muestra en el grafico 1.25b. Siendo la ¢(0) = —5A
graficar por lo menos un ciclo de la corriente total i(¢), de la caida en la
resistencia vg(t) y de la tensién del generador vp(t).

v (t)[V]
50
100 \ \ \
FN I
op(t) (* i(t) vy (t) 9 10H 0 1 | |
o2 8t
-100 — ‘
(a) (b)

Figura 1.25: RL serie con corriente inicial.

Ejercicio 1-11
Por una rama RC circula una corriente como la de la figura 1.26. Graficar

las tensiones de cada elemento considerando que el capacitor se encuentra
inicialmente descargado.

Im T

| 2\3/4 tls
_Im 41

Figura 1.26: Corriente variable circulante por una rama RC'
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Ejercicio 1-12

Considerando el circuito de la figura 1.27 antes de que la llave cambie
de posicién (o sea, en t = 07), calcular el valor de la corriente del inductor
ir,(07) = Iro y de tensién en el capacitor vo(0~) = Vg. Calcular la solucién
numérica con V = 80V, R; = 4K, Ry = 12K, L = 200mH, y C' = 0,1F.

Ry t=0
- R ci volt) SR
_in(t) T
500
L

Figura 1.27: Analisis de condiciones iniciales con corriente continua.

Ejercicio 1-13

Considerando el circuito de la figura 1.28 antes de que la llave cambie
de posicién (o sea, en t = 07), calcular el valor de la corriente del inductor
ir,(07) = ILo y de tensién en el capacitor vo(0~) = Vigg. Calcular la solucion
numérica con V = 100V, I = 5A, R; = 80, Ry = 202, R3 = 10012, L = 0,5H
y C = 0,001F.

Figura 1.28: Analisis de condiciones iniciales con corriente continua.

Ejercicio 1-14
Para el circuito de la figura 1.29, realizar el planteo del sistema de ecua-
ciones diferenciales en términos de las corrientes i1 (t) e ia(t).

M
™ SO M
o) i1(t) I Ly i2(t) R
Ry

Figura 1.29: Sistema de ecuaciones diferenciales.
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Soluciones

Solucién 1-1
Aplicando la Ley de Kirchhoff de tensiones (LKV) al circuito de la figu-
ra 1.30

Figura 1.30: Referencias para la resolucién del circuito de la figura 1.16.

v(t) —v1(t) — va(t) =0, (1.126)

y las relaciones entre la corriente y las caidas de tensiones en las resistencias
segun las referencias dadas, son

v (t) = Ryi(t) (1.127)
Ug(t> = RQi(t). (1.128)

Reemplazando v (t) de (1.127) en (1.126) se tiene
U(t) - Rli(t) — Ug(t) =0 (1.129)

y luego i(t) de (1.128) en (1.129)

t
oty = 2D R ) 0. (1.130)
Ry
Operando
R
o(t) — v (t) (1 + 1) 0. (1.131)
Ry
Luego, la caida de tension de la resistencia Ry queda
Ry
t)=v(t)=—"+. 1.132
va(t) = vt) "5 (1.132)

Para determinar la caida de tensién 02(t) se sigue un procedimiento
similar. Aplicando LKV

v(t) —vi(t) + 02(t) =0 (1.133)
las relaciones tensién-corriente son

Ul(t) = Rﬂ(t), 172(15) = —Rgi(t). (1.134)
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Luego, realizando los mismo pasos anteriores para el nuevo planteo, queda

U(t) — Rli(t) + ’DQ(t) =0

o(t) — @2(;5)

R
o(t) + Ty (t) (1 + 1) )
Ry
o(t) = —Ba(t) ( i
Por lo que la tensién en la resistencia 02(t) queda

. Ry
V2 (t) = —’U(t) m .

Para el cédlculo de la potencia se tiene

Ry + @Q(t) =0

Ry +R2>

Resolucién numérica

Dando valores en (1.132) se tiene

20012 200
t)=12V——u—— = 12V— =8V
va(t) 1002 + 20092 300
y en (1.139)
20092 200
vo(t) = —12V——— = —12V— = —8V.
Oa(t) V3000 + 2000 Vaoo =~ 8
El calculo de la potencia queda
_@®v)?
Py = 20090 0,32W.
Solucién 1-4
5
VRs = gv
Solucién 1-5
is = 0,3A.

(1.135)

(1.136)
(1.137)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)

(1.142)

(1.143)

(1.144)

(1.145)
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Solucién 1-7

La corriente que atraviesa el circuito RL representada graficamente en
la figura 1.22, se puede expresar matematicamente mediante una funcién
definida por tramos

SA_+ 0.103 <t<2-1073[s

710-3s [s]
) 5A 2:1073 <t <4-1073[3] (1.146)
i(t) = '
At 41070 <t < 6-1073[5]
[s]

—5A 6-103<t<8-1073s

Suponiendo que la corriente ingresa por el terminal de mayor potencial de
la caida de tensién tanto en la resistencia como en el inductor, la relaciéon
tensién-corriente es

or(t) = Ri(t) (1.147)
oL (t) = Ld;(tt). (1.148)

Para obtener numéricamente vg (t) y vy, (¢) se aplican las relaciones dadas
por (1.147) y (1.148) para cada tramo de la senal dada en (1.146).

Tramo 1. Para 0 <t < 2-1073[s], con i(t) = (5/0,002)t = 2500¢[A]

vr(t) =5 - 2500t = 12500¢[V]
d(2500¢)

#) = 0,004
o (t) = 0,004="

= 2500 - 0,004 = 10V

Tramo 2. Para 2-1073 <t < 4-1073[s], con i(t) = 5A
vr(t) =5-5=25V

d

Tramo 3. Para 4-1073 < t < 6-1073[s], con i(t) = —(5/0,002)t + 10 =
—2500¢ + 10[A]

vr (t) = 5(—2500¢ + 10) = —12500 + 50[V]

d

Tramo 4. Para 6-1073 <t < 8-1073[s], con i(t) = —5A
vr(t) =5+ (=5) = —25V

d
o (t) = 0,005H .5 = 0V
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i(t)[A]
5 .
0 1
9.10-3 t[ms]
-5 +
vr()[V]
25 +
0 1
9.10-3 t[ms]
-25 +
L (8)[V]
10— —_
0 % : : %
2107 41p* 61  s10°  t[ms]
10 4+ ;

Figura 1.31: Gréfica de la corriente, caida de tension en la resistencia y el inductor
del ejercicio 7.

El resultado de la caida de tensién en la resistencia vg(t) y en el inductor
vr(t), junto a la corriente i(t) se muestra en la figura 1.31.

Solucién 1-9

La caida de tension en la resistencia, el inductor y en el capacitor consi-
derando que la corriente entra por el terminal de mayor potencial se muestra
en la tabla 1.1.

Solucién 1-10

La caida de tensién en el inductor de la figura 1.25b se puede expresar,
para un periodo, como una senal por tramos dada por

(1.149)

oL(t) = 100V 0 <t < 1]s]
LW =100V 1 <t < 23]
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Tramo [s] vr(t)[V] v ()[V] ve(t)[V]
0-10%<t<1-1073 20000t 20 10 x 106¢2
1-1003<t<2-1073 20 0 20000¢ — 10
2.-103<t<4-10"3 | —20000¢f + 60 —20 —10 x 10%¢2 + 60 x 103t — 50
4-1003<t<5-1073 —20 0 —20000t + 110
5-1073 <t < 6-10~3 | 20000t — 120 20 10%¢2 — 120 x 103t + 360

Cuadro 1.1: Caidas de tensién en cada elemento.

La corriente del circuito serie se puede obtener a partir de la relacién tension-
corriente del inductor como

i(t) = % ttvL(T) dr +i(ty), (1.150)

luego, la caida de tensién de la resistencia se obtiene de la relacién tensién-
corriente de la misma, o sea
vr(t) = Ri(t), (1.151)

asumiendo que la corriente ingresa por el terminal de mayor potencial. Fi-
nalmente la tension aplicada al circuito se obtiene de la LKV

vr(t) = vr(t) + vL(t). (1.152)

Resolucién numérica

Tramo 1. Para 0 <t < 1[s], con vy,(¢) = 100V

it L/’UL )d7r +i(0) /100d7—5:10t—5[A]
(1.153)
vr(t) = Ri(t) = 5(10t — 5) = 50t — 25[V] (1.154)
vp(t) = 50t — 25 + 100 = 50t + 75[V] (1.155)
Al final del tramo para t = 1s la corriente es
i(t =1s) =i(1) = 5A (1.156)

Tramo 2. Para 1 <t < 2][s], con vy,(t) = —100V

i( L/UL )dr +i(1) 10/ —100)d7 + 5 = —10¢ + 15[A]

(1.157)

vr(t) = Ri(t) = 5(—10t + 15) = —50¢ + 75[V] (1.158)
vp(t) = =50t + 75 — 100 = —50¢ — 25[V] (1.159)
Se puede ver que i(2) = —5A, que se corresponde con el inicio del

siguiente ciclo.

Las graficas del resultado se muestra en la figura 1.32.
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AN

125 +
75 L — r”////1
|
|
| |
Ll?‘i-\\\:ii?3 3.10-2 t[ms]
75 ‘
125

Figura 1.32: Gréfica de la corriente, caida de tension en la resistencia y tension
aplicada al circuito.




Capitulo 2

Senales

Las senales més utilizadas en electrénica se pueden clasificar teniendo
en cuenta su variacién en el tiempo en constantes o wvariables. A su vez,
segun la regularidad de su variacién temporal, se subdividen en periddicas,
pseudoperiédicas y aperiodicas.

Las senales variables se las representa utilizando letras mintsculas como
f(t),i(t) ov(t), mientras que para senales invariantes en el tiempo se utilizan
letras maytusculas.

En este capitulo veremos algunas de las sefiales més utilizadas en electréni-
ca, su clasificacién y los parametros que se utilizan para caracterizarlas.
Luego presentaremos un conjunto de senales llamadas fundamentales que
nos serviran para construir con ellas algunas formas de ondas definidas por
tramos.

2.1. Senales de excitacion variables

Una senial que varia en el tiempo se la representa utilizando letras mintscu-
las, y segun la repetitividad de su variacién podemos clasificarlas en periédi-
cas, pseudoperiodicas o aperiddicas.

2.1.1. Senales peridédicas

Una sefial periddica es una senal tal que luego de ocurrir una serie de
valores determinados y en una secuencia dada, estos vuelven a repetirse de
igual forma, ciclica e indefinidamente en el tiempo. La figura 2.1 muestra
dos ejemplos de senales periddicas.

2.1.2. Senales pseudoperiddicas

En las senales pseudoperiddicas ciertos arreglos de valores se repiten
ciclicamente en el tiempo, pero con diferente amplitud. Estas sefnales son
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i(t) i(t)
i —— - I}

\ \ \ \
I I I |
| ey
% Tt T 2T t
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I, . 14

(a) rectangular (b) diente de sierra

Figura 2.1: Senales periddicas.

las obtenidas normalmente a partir de una atenuacién variable de una senal
periddica. En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de este tipo.

— N W
|
I

<
S
<

Figura 2.2: Senal pseudoperiddica.

2.1.3. Senales aperiddicas

Son todas las restantes senales que varian con el tiempo, como la res-
puesta mostrada en la figura 2.3.

2.2. Parametros caracteristicos de una senal varia-
ble

La siguiente némina de pardmetros son en general caracteristicas de las
sefiales periddicas y pseudoperiédicas.

Periodo tiempo minimo que debe transcurrir para que ocurra una serie
completa de valores de una senal periédica. Se mide en [s] y se lo
denota usualmente con la letra T'. Es decir que en una senal peridédica
se cumple f(t) = f(t+1T).
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0.125

Figura 2.3: Senal aperiédica.

Ciclo serie de valores contenidos en un tiempo igual a un periodo 7'

Frecuencia cantidad de ciclos por unidad de tiempo, o inversa del periodo
T

(2.1)

se mide en Hertz, [Hz] = [1].

Frecuencia angular heredada de las funciones trigonométricas, la frecuen-
cia angular, o pulsacion angular es la constante que relaciona radianes
con tiempo en un ciclo. Se define como la cantidad de radianes por uni-
dad de tiempo. Se la simboliza usualmente con la letra w y su unidad
de medida es el radian sobre segundo [*24].

S

2
wl =21 = w:%:%rf (2.2)

Fase abscisa de un punto arbitrario de la senal que, segin el eje este ca-
librado en tiempo o en radianes, representa un valor temporal o un
angulo. Si se trata de un valor angular se la denota generalmente con
letras griegas como 6, @ o ¢.

2.3. Valores asociados a la amplitud

2.3.1. Valor instantaneo

Se denomina wvalor instantdneo de una senal temporal a la amplitud
correspondiente a determinado valor de fase, por ejemplo f(ty) o i(0).
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2.3.2. Valor maximo

Este valor se refiere al maximo absoluto de la sefial, cuando se trata
de senales pseudoperiédicas o aperiddicas, en el caso de senales periddicas
el valor méximo se refiere al maximo valor de amplitud del periodo. Se lo
representa con letras mayisculas y subindice m o max (por €j. Iy, 0 Ingx)-

Si en una senal periédica el maximo positivo es diferente del méximo
negativo en valor absoluto, para diferenciarlos se los representa como I+ e
I,,,- respectivamente.

2.3.3. Valor pico a pico

Este valor representa la excursion maxima de la senal, en el caso de una
sefial con méaximo positivo igual al méximo negativo, el valor pico a pico es

Top = 2 Inax (2.3)
sino
IPP - Iméx* - Iméx’ (24)

2.3.4. Valor medio

El valor medio de una senal viene dado por el Teorema de la media:

Teorema Si la funcién i(t) es continua en el intervalo [a, b], existe en este
intervalo un punto 7 tal que se verifica la siguiente igualdad

b
/ai(t) dt = (b—a) i(n) (2.5)

Si el intervalo [a, b] es igual a un periodo T', entonces el valor i(n) es el
valor medio de la senial i(t), Imeqa = 9(n). Como el valor medio es un valor
constante se lo representa con una letra mayuscula. Despejando de 2.5 el
valor medio Ieq €8

1 T
Ted = ~ / i(6) dt (2.6)
T Jo
La integracién de una corriente i(t) a lo largo de un tiempo representa la
cantidad de cargas transportadas en ese tiempo, ya que d%—gf) =i(t). Por lo

tanto el valor medio representa el transporte de cargas neta de una sefial de
corriente.

Obsérvese que la integral (2.6) puede ser nula, es el caso de senales
simétricas cuya area encerrada positiva es igual al drea encerrada negativa,
por ejemplo las senales sinusoidales puras. A estas sefiales se las conoce como
sefiales de valor medio nulo.
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Componente de continua

Si a una senal ¢(t) de valor medio nulo se le suma una senal constante
de valor K, el valor medio de la nueva senal f(t) = g(t) + K sera

5 rwar= 1 [g 4 kar=xk (27)

ya que por hipdtesis el valor medio de g(t) es cero. Cualquier senal de valor
medio no nulo puede ser descompuesta en una de valor medio nulo' més una
constante igual a su valor medio. Se dice entonces que una senal de valor
medio NO nulo tiene una componente de continua igual a su valor medio.
En la figura 2.4 se puede ver esta composicién en forma grafica.

9() | ft)

AN VAN
/N v

Figura 2.4: Senal con componente de continua.

2.3.5. Valor medio de médulo o absoluto

Para senales cuyo valor medio es nulo, se calcula el llamado valor medio
de mddulo tomando la integral a lo largo de un periodo del médulo |i(t)| de
la sefial. Se lo representa con maytuscula y el subindice med entre signos de
modulo jyeq

T
s = 7 [ li0)] (28)

este valor se calcula sélo si el valor medio de la senal es nulo, y se lo utiliza
en su reemplazo para las operaciones que impliquen la utilizaciéon del valor
medio.

2.3.6. Valor eficaz

El valor eficaz de una senal periddica es igual a la amplitud de una senal
constante (o continua) que disipa la misma potencia media’® que dicha sefial
periddica. Por ejemplo, si se trata de senales de corriente, el valor eficaz
asociado a la senal periddica i(t) serd igual al valor de amplitud de una

ISimplemente restando a esta su valor medio.
2 Aqui potencia media se refiere al valor medio de la potencia instanténea.
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sefial continua I que al circular por una carga disipe la misma potencia
media que i(t).

Consideremos la resistencia de valor R de la figura 2.5. Segin la defi-
niciéon, y tomando como ejemplo una senal de corriente, se debe encontrar
el valor de corriente continua que produce la misma disipacién de potencia
que la senal periddica, ambas actuando sobre la misma resistencia R.

’UR(t) VR
+ - + -

) B p—p, 1 &

Figura 2.5: Sistema continuo y alterno disipando la misma potencia media.

Supongamos una corriente i(t) de periodo T', al circular por R disipa una
potencia instantanea dada por

pa(t) = ()R (2.9)

por lo que la potencia media serd

P —1/T (t)dt—l/T'2(t)Rdt (2.10)
a= T 0 Da -7 0 ? .

Por otro lado la potencia instantanea debido a la corriente continua sobre
la misma R serd

pe(t) = I’R (2.11)

cuyo valor medio coincide con el valor instantdneo por ser una sefial cons-
tante

P.=I’°R (2.12)

Si ahora igualamos las potencias medias P, = P. obtenidas a partir de
las dos senales

1 T
7/ i2(t)Rdt = I*R (2.13)
T Jo

vemos que el valor de corriente continua que produce la misma disipacion
de potencia que la sefial alterna es

L= ,/% /0 i) at (2.14)

La ecuacion (2.14) representa el valor eficaz de una senal y es la raiz
cuadratica media de la senial i(t), conocida también por sus siglas en inglés
como RM S (root mean square). Este valor asociado a una senal periédica es
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f(t - tO) diferencia d‘e fase

T-————- - t

Figura 2.6: Parametros de senales periddicas.

de los mas utilizados en electricidad, ya que como se mostrd en su definicion
tiene una relacion directa con la potencia media que esa senal disipa.

En la figura 2.6 se pueden ver algunos pardmetros y valores de los des-
criptos anteriormente, representados sobre una sefial periddica arbitraria.

Ejemplo 2.1: Sea i(t) = 10sen(3t + 20°)[A] la corriente que atraviesa un
resistor de R = 3%0, determinar el valor eficaz de la corriente y la potencia
media disipada en el resistor.

El valor eficaz de la corriente se calcula segin (2.14) integrando a lo
largo del tiempo en un periodo T', para el caso de seniales trigonométricas se
puede hacer un cambio de variables para integrar a lo largo de wt y medir
el periodo en radianes. Es decir que el calculo sera’

1 27
L= [ 00senGt+20)? et 215)
102
= \/477 (wt|g7r — sen(6¢ + 40°) gﬂ) (2.16)
10
_ 10 (2.17)

V2

3Para resolver la integracién del seno cuadrado se utiliza la igualdad trigonométrica
sen’ a = 1 (1 — cos(2a)).
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La potencia media se define como el valor medio de la potencia ins-
tantanea

1 T
P—_ / p(t) dt (2.18)
T Jo
como vimos para el caso de un resistor la potencia instantdnea serd p(t) = Ri?(t)
_ 22 : ; ’
(o p(t) = =%~ ). Luego, la potencia media serd
1 T .2 1 2w o\\2
p— f/ Ri2(t)dt = 7/ 3 (10sen(3f + 20°))? dwt (2.19)
T Jo 21 Jo
1
_ 3% — 150[W] (2.20)

Si observamos la potencia instantanea sobre un resistor vemos que la co-
rriente aparece al cuadrado, que luego al realizar la integracién para obtener
el valor medio de esta potencia la ecuacién de potencia media queda

P= R% /OTz'z(t) dt (2.21)

donde el valor del resistor puede sacarse fuera de la integral por ser invariante
en el tiempo. Ahora si comparamos esta integracion con el valor eficaz de la
corriente i(t) vemos que se trata del valor eficaz al cuadrado

2 == [ 2@)dt 2.22
o =7 ) (t) (2.22)

es decir que otra forma de calcular la potencia media es a partir del valor
eficaz de la corriente al cuadrado por la resistencia

P=RI%=3 (1;5)2 = 150[W] (2.23)

tal como si la senial de excitacion fuese una senal continua de valor I.¢.

2.3.7. Factores caracteristicos de senales periddicas

Los siguientes factores se definen a partir de los valores caracteristicos
vistos anteriormente. Tienen como objeto representar numéricamente la for-
ma de la sefial.

Factor de cresta

Al cociente entre el valor méximo y el valor eficaz de la senal se lo conoce
como factor de cresta

fomtm (2.24)



2.4. SENALES PERIODICAS DE USO COMUN 53

Factor de forma

Es el méas utilizado, se define como el cociente entre el valor eficaz y el
valor medio de la senial. Si la senal es de valor medio nulo, se utiliza el valor
medio de mddulo

1
fi=7 of (2.25)
med

2.4. Senales peridédicas de uso comun

Si bien existe una gran variedad de sefiales periédicas de uso comuin en
electronica, es importante destacar que cualquier sefial peridédica puede ser
representada mediante una serie de Fourier, compuesta por senales sinu-
soidales de diferentes amplitudes y frecuencias (ver apéndice B.1), por lo
que el analisis de respuestas de los circuitos se concentrara mayormente en
respuestas a senales sinusoidales.

A continuacion se definen algunas senales periddicas utilizadas cominmen-
te en electricidad.

2.4.1. Rectangular

Una senal rectangular es una sefial periédica de valor medio nulo definida
como (figura 2.7a)

_JA para0<t<%
f(t)_{—A para%<t<T (2.26)

2.4.2. Cuadrada

Una senal cuadrada es una senal periédica de valor medio no nulo defi-
nida como

B Apara0<t<%
f(t) = {0 para%<t<T (2.27)

2.4.3. Diente de sierra

Una senal diente de sierra es una sefal periddica de valor medio no nulo
definida como (figura 2.7b)

A
ft) = Tt para 0 <t <T (2.28)
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f(t) ft)
AT — At
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. e
T Tt T 2
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at . i
(a) rectangular (b) diente de sierra
f@) flwt)

() triangular (d) senoidal

f@t)
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— Iy
D=7

(€) PWM (Pulse Width Modulation)

Figura 2.7: Senales de excitaciéon de uso frecuente.

2.4.4. Triangular

Una sefial triangular es una sefial peridédica de valor medio nulo definida
como (figura 2.7¢)

At — ara L
f(t):{AETt 1§p 0<t<? (2.29)

—%t para%<t<T
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2.4.5. PWM (Pulse Width Modulation)

Una senal modulada por ancho de pulsos (PWM por sus siglas en inglés)
es una senal periédica de valor medio no nulo definida como (figura 2.7¢)

(2.30)

(1) = A para 0 <t < Ty,
)0 paraT, <t<T

La relacion entre el tiempo T, y el periodo T' se conoce como ciclo de trabajo,
o Duty cycle en inglés (D = %) Este tipo de modulacién es muy utilizada
en control, el ciclo de trabajo D que puede variar entre 0 y 1, permite por
ejemplo controlar el disparo de las llaves electrénicas (elementos de estado
s6lido como MOSFETS) que conforman un puente H, utilizado cldsicamente
para el manejo de motores de corriente continua o en fuentes conmutadas.

2.5. Senales aperiddicas fundamentales

Las senales aperiédicas impulso, escalén y rampa se las conoce con el
nombre de fundamentales, ya que con ellas se pueden construir una gran
variedad de sefiales aperiddicas diferentes. Definiremos a continuacién cada
una de las fundamentales, determinaremos cémo se relacionan entre si y
luego veremos como se utilizan para construir otras.

2.5.1. Impulso o delta de Dirac

La funcién impulso o delta de Dirac se define como

_JO sielarg#0
olarg) = { oo siel arg =0 (2:31)
si el argumento de la funcién es ¢ entonces
_JO sit#0
o(t) = {oo S0 (2.32)

que es un impulso en ¢t = 0. Si el argumento es t — ty entonces tendremos un
impulso en t = tg

0 Sit#to

cosit=ty (2.33)

6t —to) = {
Un delta de Dirac cumple ademas con que su area total es unitaria, de
modo que

/mawa:1. (2.34)

En la figura 2.8 se puede ver la representaciéon grafica de una funciéon
impulso o delta de Dirac, en t = 0 y desplazado.
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F() f()
3(t) ’ o(t —to)
t ‘ to t
(a) impulso en t =0 (b) impulso en ¢ = to

Figura 2.8: Funcién impulso o delta de Dirac.

2.5.2. Escalon unitario

Si definimos la funcién integral del impulso de forma

u(t) = /t 5(t) dt (2.35)

esta funcién serda 0 para t < 0 y 1 para ¢t > 0. Se la conoce como funciéon
escalén unitario y se define como

_JOsielarg <0
u(arg) = { 1sicl arg >0 (2.36)
si el argumento es el tiempo ¢, u(t) sera
0Vvt<O
u(t) = { 1V >0 (2.37)

cuya grafica se muestra en la figura 2.9a. Por su definicién, la derivada de
esta funcién escalén es un impulso unitario

5(t) = (2.38)

Si el argumento es t — tg, u(t — to) serad

OVvt<t
“(t_t()):{lthg

lo que significa que el escalén se ve desplazado un tiempo ¢ = tg, como se
grafica en la figura 2.9b.
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f@) ft)
1 1 —
\
u(t) | u(t —to)
!
t to t
(a) escalén unitario en t = 0 (b) escalén unitario en t = to

Figura 2.9: Funcién escalén unitario.

2.5.3. Rampa unitaria

Tomando la integral de la funcién escaléon entre —oo y ¢ definimos una
nueva funcién aperiédica fundamental que se llama rampa

p(t) = / " at. (2.39)

La funcién rampa sera entonces

0sit<O
plt) = {t sit>0 (2:40)
que por definicién
dp(?)
t) =——+=. 2.41
u(t) =2 (2.41)
Si comienza en t = tg
)0 sit <ty
p(t_to)_{t—to sit >t (242)

En la figura 2.10 se pueden ver sus gréficas.

2.6. Construcciéon de senales aperiddicas usando
fundamentales

Combinando linealmente las sefiales aperiédicas fundamentales podemos
construir nuevas sefiales, a continuacién vemos algunos ejemplos.
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p(t) p(t —to)

t to t

(a) rampa unitaria en t = 0 (b) rampa unitaria en t = to

Figura 2.10: Funcién rampa unitaria.

2.6.1. Pulso rectangular

Sumando escalones desplazados de amplitudes opuestas podemos obte-
ner pulsos de cualquier duracién, amplitud y tiempo de inicio. Por ejemplo
el pulso tinico de la figura 2.11 lo podemos obtener como la suma de dos
escalones desplazados Au(t —tg) y —Au(t — t1) de forma que

f(t) = Au(t — to) — Au(t — tl); to < t1 (2.43)
O g L0
=
to t}l t to 11 t
4 L ZAut-t)

Figura 2.11: Pulso formado por dos escalones desplazados.

2.6.2. Pulso triangular

Sumando rampas desplazadas podemos obtener un pulso triangular, por
ejemplo

f(t) =Ap(t) — Ap(t —to) — Ap(t —to) + Ap(t — 2to)
f(t) =Ap(t) —2Ap(t —to) + Ap(t — 2to) (2.44)

es un pulso triangular de 2ty de duracién y Aty de valor maximo.
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Ejercitacion
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Capitulo 3

Circuitos de primer y
segundo orden

3.1. Circuitos de primer orden

Un circuito eléctrico que contenga un elemento capaz de almacenar
energia, como un inductor o un capacitor, tiene como ecuacién de equili-
brio una ecuacién diferencial ordinaria (ODE) de primer orden

dz(t)
dt

Fax(t) = f(t);  =(0) = Xo (3.1)

con A una constante positiva que depende de los elementos del circuito y
f(t) una funcién temporal que depende de la fuente de excitacion.

Este tipo de sistemas descripto por una ODE de primer orden se los co-
noce como sistemas de primer orden y la respuesta esta dada por la soluciéon
completa' de esta ODE.

3.1.1. Circuito sin fuente

Si se excita un circuito de primer orden durante algin tiempo se alma-
cenard en su elemento almacenador (L o C) una determinada cantidad de
energia. Si luego se quita esta fuente de excitacién es posible observar la
respuesta del sistema debido a la energia acumulada en el elemento almace-
nador. El estudio de la respuesta que aparece al dejar al circuito sin fuente
es el mas sencillo de realizar ya que al no existir fuente de excitacién co-
nectada al sistema este puede ser descripto por una ODE homogénea (con
f(t) = 0). Desarrollemos este caso en primer lugar utilizando un circuito RL
como ejemplo.

1La solucién completa de una ODE debe contemplar la solucién particular de la ecua-
cién no homogénea mas la solucién general de la ecuacién homogénea.

61



62 CAPITULO 3. CIRCUITOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN

3.1.2. Circuito RL sin fuente

Supongamos que el circuito RL de la figura 3.1a se encuentra conectado
desde hace largo tiempo a la fuente de corriente, es decir que el inductor
se encuentra totalmente energizado comportandose como un corto circuito
ante la fuente de corriente continua que lo alimenta.

t=20
7L.
Iy l L R
i(t)
(a) Circuito RL (b) t>0

Figura 3.1: Circuito RL conectado a una fuente de corriente constante.

En un instante ¢ = 0 se acciona el interruptor dejando al circuito RL
sin fuente de alimentacién. Toda la energia acumulada en el inductor se
disipard en la resistencia siguiendo la respuesta de la ODE de primer orden
que describe al circuito. Estamos interesados entonces en conocer la forma
de la corriente i(t) para t > 0.

Para encontrar esta respuesta aplicamos la LKV en la malla RL de la
figura 3.1b, que resulta luego de accionar el interruptor en ¢ = 0. Segin las
referencias indicadas, para t > 0 tenemos

’L)L(t) + UR(t) =0 (3.2)
ity o

LS+ Rift) =0 (3.3)
di(ty R,
dzi(tt) + %i(t) —0; Vt>0. (3.5)

La ecuacién (3.5) es una ODE homogénea de primer orden, con 7 = % una

constante positiva, que podemos resolver separando variables y ordenando

Lo _l
@dz(t) = 7_dt (3.6)

e integrando ambos miembros

/(dz — k- /dt (3.7)

!()I—k—ft (3.8)

1

i(t) = teFe 7t = A7t (3.9)
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es decir que la solucién a (3.5) es una funcién exponencial decreciente, multi-
plicada por A € R, una constante cualquiera a determinar. El exponente de
la exponencial —% debe ser siempre un niimero menor a cero, (de lo contrario
la funcién crecerd indefinidamente con el tiempo) ya que todas las respuestas
de los sistemas lineales sin fuente tienden a cero con el tiempo. Notar que
este exponente viene dado por el coeficiente de la funcién sin derivar de la
ODE (3.5) multiplicado por —1, siempre que la ODE esté normalizada, es
decir con el coeficiente que acompana a la mayor derivada igual a 1 (esto se
hizo al dividir por L en (3.4)).

La ecuacion (3.9) es la solucién general de (3.5), pues cualquier valor de
A satisface la ODE. Si se asigna algun valor particular para A se dice que se
particulariza la respuesta encontrada. Del punto de vista eléctrico, encon-
trar la solucién general significa encontrar la respuesta para cualquier valor
de energia inicial acumulada en el inductor, luego particularizarla significa
encontrar el valor de A que corresponda segun el valor energético del caso.

Para determinar el valor de A se debe considerar el estado de carga
inicial del elemento almacenador de energia, y la condiciéon de continuidad
del parametro correspondiente. En este caso, si analizamos el circuito para
t = 0, por condicién de continuidad de corriente en el inductor podemos
asegurar que la corriente en la malla debe cumplir

i(0T) = i(07), (3.10)

siendo 0~ un infinitésimo de tiempo anterior a 0 y 0" un infinitésimo de
tiempo posterior a 0. Esto significa que la corriente de malla en el instante
posterior a la apertura del interruptor debe ser igual a la corriente circulante
por el inductor en el instante anterior a dicha apertura.

Analizando el circuito de la figura 3.1a vemos que i(0~) = I, entonces

i(07) = Io. (3.11)

Este valor de corriente se conoce como condicion inicial del circuito, ya que
es el valor de la corriente en t = 0 y esta dado por las condiciones de contorno
(en este caso la configuracién anterior a ¢t = 0 del circuito). Si llevamos esta
condicién inicial a la respuesta general (3.9) tenemos

i(07) = A= 1I, (3.12)

con lo que finalmente se obtiene la respuesta particular de la corriente de
malla de este circuito RL

i(t) = Ipe 7% Yt > 0. (3.13)

En la figura 3.2 se puede ver el gréifico de (3.13).
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i(t)

Iy

t

Figura 3.2: Corriente de descarga del circuito RL de la figura 3.1a.

Tensiones en los elementos

A partir de la corriente podemos encontrar la tensién de cada elemento,
de acuerdo a las referencias ya elegidas (figura 3.1b). De (3.4)

vr(t) = Ri(t) = RIpe™+'; ¥t > 0. (3.14)
Para encontrar la tensién en el inductor podemos despejarla de (3.2)
o (t) = —vr(t) = —RIpe % Yt >0 (3.15)

o calcularla segtin su relacién tension-corriente

~di(t) R 1,
’UL(t) =1L dt =1L [—LI()G T :| (3.16)
vL(t) = —RIpe™*'; Wt > 0. (3.17)

En la figura 3.3 se pueden ver los graficos de vg (t) y vr(t). Obsérvese que
la suma de ambas tensiones es nula en todo instante de tiempo, de acuerdo
con (3.2).

RIy ] UR(t)

—RI,

Figura 3.3: Tensiones en los elementos del circuito RL de la figura 3.1a.
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3.1.3. Circuito RC sin fuente

Veamos ahora que ocurre con la tensiéon de un capacitor mientras se
desenergiza. Supongamos un circuito como el de la figura 3.4a, el cudl estuvo
conectado a la fuente de tensién durante un largo tiempo tal que el capacitor
lleg6 a su carga maxima. El interruptor desconecta la fuente de tensién y

t=0

1

Vo va(t) T C R

(a) Circuito RC

Figura 3.4: Circuito RC conectado a una fuente de tensién constante.

conecta la resistencia al capacitor en ¢ = 0. A partir de este momento la
energia acumulada en el capacitor comienza a disiparse en la resistencia. Se
desea conocer la evolucion de la tension del capacitor durante todo el tiempo
de descarga, es decir para todo ¢t > 0?.

Para resolver aplicamos la LKV a la malla de la figura 3.4b que resulta
de cambiar el interruptor

ve(t) +or(t) = 3.18)
ve(t) + Ri(t) =0, (3.19)
donde la corriente i(t) puede ponerse en términos de vc(t)
. dug(t)
t)=C_C 3.20
itt) = 0%, (3.20)
que llevada a (3.19) nos queda
doc(t
ve(t) + RCU;() =0 (3.21)
doc(t) 1
—vc(t) = 22
g o) =0 (3.22)

con 7 = RC.

La ecuacién (3.22) es una ODE homogénea de primer orden, similar a la
que se obtuvo en el anlisis del circuito RL de la figura 3.1a (véase ecuacién
(3.5)). Por lo tanto, al tratarse de la misma ODE que (3.5), tiene la misma
respuesta general, es decir

ve(t) = Ae (3.23)

2Las siguientes igualdades son validas V¢ > 0, aunque en algunos casos no se especifique
para mayor claridad del texto.
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solo que para este caso el valor de 7 es 7 = RC.

Para ajustar el valor que toma la funcién (3.23) en ¢t = 0 debemos conocer
la condicién inicial. Por condicién de continuidad de tensién en el capacitor
se sabe que la tensién en sus bornes en el instante anterior al cambio del
interruptor (¢ = 07) ser4 igual a la tension en el instante ¢ = 07. Analizando
el circuito en el tiempo ¢t = 0~ se ve que este valor de tensién es V|, entonces

ve(07) = A=V, (3.24)

con lo que la respuesta de tensién del circuito de la figura 3.4a para todo
t>0es

ve(t) = Ve vt Yt > 0. (3.25)

Observando la ecuacién de equilibrio de la malla (3.18) vemos que la
tensién en R es igual en magnitud y de signo contrario a vc(t)

vo(t) = —vr(t) =  wr(t) = —Voe =l V&> 0. (3.26)

En la figura 3.5 se pude ver el grafico de las ecuaciones (3.25) y (3.26).

v(t)
Vo &

Vo £ wr(

Figura 3.5: Tension del capacitor del circuito de la figura 3.4a.

Corriente de malla

La corriente de malla puede obtenerse a partir de la tensién vg () divi-
diendo por R
Vo _1
i(t) = ——2e~ 7t V>0, (3.27)
R
y su gréafica es idéntica a la de vg(t) en una escala de corriente. El valor
negativo de la corriente nos indica que su sentido de circulacién es contrario
al de la referencia.

Ejemplo 3.1: Para el circuito de la figura 3.6 se pide determinar la corriente
i, para t > 0.
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50 t=0 40

Figura 3.6: Respuesta de un circuito RL.

El circuito de la figura 3.6 representa un inductor conectado a una fuente
de tensién constante en serie con una resistencia. En un determinado mo-
mento (¢t = 0) el inductor se desconecta de la fuente y se conecta a otro
resistor. Las condiciones que se asumen por defecto con esta representacion
son:

s ¢l interruptor se considera ideal por lo que el cambio de estado se
realiza en forma instantanea,

= al momento de accionar el interruptor los elementos almacenadores de
energia se consideran cargados al maximo (o en su estado de régimen
permanente, como se vera mas adelante), es decir que para este caso la
corriente por el inductor estd en su maximo valor limitada solamente
por la resistencia en serie de 5.

La respuesta que se busca es i1, para t¢ > 0, cuando el inductor se en-
cuentra conectado a la resistencia de 4€). Eligiendo las referencias de tension
como en la figura 3.7a la ecuacion de malla serd

U
0=y +vg = L% + Riy, (3.28)
dit,
LY 2
0= "7 +2iL (3.29)

como vimos en (3.9), esta ecuacion diferencial tiene como respuesta una
funcién de la forma

i, = Ae™7 = Ae (3.30)

ya que para este caso % =2.

Esta es la respuesta general de (3.29), ya que cualquier valor de A es
una posible solucién. Para encontrar el valor de A que corresponda a la so-
luciéon de nuestro problema en particular, o particularizar la respuesta, se
debe conocer cuanto vale la corriente en algtin instante de tiempo ¢ > 0.
Observando el circuito se ve que el valor de la corriente en ¢ = 0~ es de
i.(07) = 5V/50Q = 1A, ya que asumimos que el inductor se encuentra total-
mente cargado de energia (se comporta como un corto circuito) al momento
de accionar el interruptor. Por condiciéon de continuidad de la corriente en
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iL(t)[A]

| t
(a) Circuito para t > 0 (b) Gréfica de la corriente ir,
Figura 3.7: Respuesta de un circuito RL para ¢t > 0.
el inductor sabemos que i,(0~) = ir,(07), entonces haciendo ¢ = 0 en (3.30)
nos queda
iL,(0) = A= 1A, (3.31)
y la respuesta particular de corriente para t > 0 es
iL(t) = e 2. (3.32)

En la figura 3.7b se grafica la respuesta 4y,.

3.2. Constante de tiempo 7

La constante de tiempo determina la velocidad de crecimiento (o de
caida®) de la respuesta de un sistema de primer orden. Si se observan las
soluciones obtenidas en el estudio anterior se ve que esta constante 7 depende
solamente de los elementos pasivos del circuito, es decir que la velocidad de
variaciéon de la respuesta en un sistema de primer orden estd dada por el
valor de sus elementos.

Esta constante se mide en segundos [s], tal que al dividir a la variable
t resulta un nimero adimensional como exponente de la exponencial. Por
esto recibe el nombre de constante de tiempo.

Es muy comun calcular los valores que toma la respuesta para tiempos
multiplos de 7, de esta forma el analisis se independiza de los valores ab-
solutos de tiempo y puede hablarse de los valores que toma la respuesta
en cantidades de 7. Asi, por ejemplo, se sabe que la respuesta (3.25) caerd
aproximadamente al 36,7 % de su valor inicial al transcurrir 17 de tiempo,
puesto que

vo(r) = Voe ! = 0,36788Vp, (3.33)

3Para los sistemas sin fuentes como los anteriores la respuesta serd siempre una caida,
ya que al desconectar la fuente de excitacién la energia almacenada s6lo puede disminuir
(o permanecer constante, en cuyo caso la respuesta apreciada serd nula).
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y para valores sucesivos de T

v (27) = 0,13534V, ~ 13,5 %V (
ve(37) = 0,049787V, ~ 5 % V) (
ve(47) = 0,018316V, ~ 1,8 % Vj (3.36
ve(57) = 0,0067379V, ~ 0,7 %V (

Como se ve la velocidad de caida en unidades de 7 es muy répida y, si bien
matemdticamente la funcién nunca se anula (tiende a cero para t — 00),
para aplicaciones de ingenieria suele considerarse que la funcién se anula
para tiempos mayores a 57. Esta consideracién permite simplificar el anélisis
de la respuesta, desprecidndose una cantidad menor al 1% del valor inicial
de la respuesta (ver (3.37)).

La constante de tiempo de un circuito esté relacionada con la pendiente
de la recta tangente a la respuesta en t = 0, de forma tal que si se prolonga
la recta tangente a la funcién en el inicio hasta cortar con el eje de tiempo,
esta cortard en t = 7 (figura 3.8).

Para verificar esta afirmacién tomemos como ejemplo la respuesta de
tensién (3.25), vo(t) = Voe /7. Su derivada valuada en t = 0 sera

dvc (t) Vo

= 3.38
dt t=0 T ’ ( )

luego, la recta y(t) = mt + b tangente a vc en t = 0 es una recta que pasa
por Vy en t = 0 y cuya pendiente m esta dada por (3.38), es decir

1%
y(t) = —7075 + Vo, (3.39)

esta recta corta el eje del tiempo en

1%
0:—70t+V0 = t=r (3.40)

ve(t)

VOA

t

Figura 3.8: Constante de tiempo en un sistema de primer orden.
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3.2.1. Potencia y energia

Consideremos el circuito RC serie anterior (figura 3.4a), la potencia ins-
tantanea en el capacitor para t > 0 sera

pc(t) = ve(t)ic(t) (3.41)
pol(t) = (Voe ') (—?eﬂ (3.42)
po(t) = —CTVOQe‘Et- (3.43)

Como se trata de un circuito sin fuente es de esperar que la potencia ins-
tantanea sea cero para t — oco. El valor maximo de esta potencia sobre el
capacitor se obtiene en t = 0 y vale

CVg§

Pc

El signo negativo de la potencia esta representando una disminucion de la
energia almacenada en el capacitor, y su magnitud inversamente propor-
cional al 7 del circuito indica que una desenergizacién mas rapida (7 mas
pequenio) requiere una mayor potencia.

Un andlisis similar nos lleva a encontrar la potencia instantanea asociada
al inductor de un RL serie como

LIZ _2
pL(t) = —706 - (3.45)
cuyo valor maximo en t = 0 sera
LIZ
Pax = pL(t)|;—o = _707 (3.46)

aplicando para el caso las mismas conclusiones que antes. En la figura 3.9 se
muestran las graficas de descarga de un inductor L con diferentes constantes
de tiempo (diferentes resistencias conformando el circuito), obsérvese que
para ambos casos se supone la misma corriente inicial Ij.

Ejemplo 3.2: Determinar la potencia y energia instantaneas del inductor del
ejemplo 3.1, y comprobar que la energia acumulada se disipa completamente
en la resistencia.

La potencia instantanea en el inductor L = 2H es

i) =2 (=) 1)

la energia acumulada desde ¢ = 0 disminuye y se disipa en la resistencia,
siguiendo la forma

—4e” W] (3.47)

wi(t) = / _de M qp = e M), (3.48)
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i(t), p(t) i(t), p(t)
/f t t
%1[0 N pr, (t) pL, (t)
(a) 11 =2s (b) 2 =1s

Figura 3.9: Potencia instantanea en un inductor para diferentes valores de 7.

en t = 0 la energia estd atin toda acumulada en el inductor, y vale
Wp, = wr,(0) = 1[J]. (3.49)

Para verificar que toda esta energia se disipa en la resistencia debemos
calcular la potencia instantdnea disipada en la resistencia e integrarla entre
0e oo

pr(t) = Ri? = 4e™H (3.50)

Wr :/ de= dt = —e—4t];° =1[J] (3.51)
0

o encontrar la energia instantdnea disipada en R desde t = 0 y calcular a
que valor tiende cuando t — oo

t
wi (£) = /O de M dt =1 — e ]J) (3.52)
Wr = lim 1 - et =1[J], (3.53)

con lo cual queda verificado.

3.3. Respuesta a una fuente constante

Una fuente constante aplicada a un sistema de primer orden tiene co-
mo ecuacién de equilibrio una ODE de primer orden no homogénea, cuya
respuesta consta de dos partes, la solucion homogénea mas la solucién inho-
mogénea. Consideremos para el andlisis un circuito RC' serie.
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3.3.1. Circuito RC con fuente constante

En el circuito de la figura 3.10 se encuentra conectada una fuente de
tensiéon desde hace un largo tiempo, tal que todo el circuito estd en un
estado de reposo cuando se accionan los interruptores en t = 0, es decir que
el capacitor ya ha alcanzado su méxima carga. En ese instante se desconecta
la fuente de tensién y se introduce una fuente de corriente. Se desea encontrar
en estas condiciones la respuesta vc(t)Vt > 0.

t=0  t=0
o B

i b ich|.
)=k ® "= ) ) =V

Figura 3.10: RC paralelo excitado con fuente de corriente constante.

El andlisis se inicia aplicando alguna de las leyes de Kirchhoff, en este
caso por ser un circuito paralelo se aplica LKI en el nudo principal. Obsérvese
que para t > 0 el circuito queda formado por tres ramas en paralelo, la
rama de la fuente de corriente iy (t), la rama de la resistencia R y la rama
del capacitor C. Tomando como positivas a las corrientes entrantes al nudo
tendremos

iin(t) —ic(t) —ir(t) =0 (3.54)
dvc(t) n vr(t)
dt R’

in(t) =C (3.55)

como v¢(t) = vr(t), (3.55) se puede poner en términos de la respuesta vc(t)

dvc (t) n (e (t)

in(t) = C—g, R’

(3.56)

reemplazando el valor de fuente i, (t) = Ip y dividiendo ambos miembros
por C' para normalizar

Iy _ dvg(t) | vo(t)
C dt RC

(3.57)

La ecuacion (3.57) es una ODE de primer orden, no homogénea, de forma
general
dz(t) x(t)

—r =K .
1 + = 15 (3.58)

conT=RCy K= %0 en este caso.
Del punto de vista del andlisis matematico esta ODE tiene una soluciéon
general formada por la solucién particular de la ODE no homogénea, més la
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solucion general de la homogénea. Luego se verd cémo estas dos soluciones
representan las diferentes respuestas presentes en este circuito.

Una forma de resolver esta ODE es separando variables para poder in-
tegrar

d‘z(tt) + x(:) = (3.59)
[ e ! o dalt) = / at (3.60)
In|z(t) — Ki7| = Ko — ; (3.61)
x(t) — KqiT = tef2emrt, (3.62)
de donde despejando x(t) se tiene en general
x(t) = K1t + ef2e=rt = 4 4 Be_%t, (3.63)

con A y B cualquier constante real. Esta es la respuesta general de la ODE
(3.57) que describe el comportamiento de un sistema de primer orden general
excitado por una fuente constante. Las constantes A y B permiten ajustar la
respuesta considerando diferentes valores de fuente de excitacién y energia
inicial. Para encontrar los valores de estas constantes, o particularizar la
respuesta, se analizan los estados iniciales y finales de x(t).

Para ¢ — oo la parte exponencial de la respuesta se anula, por lo que la
constante A debe ser igual al valor que toma la respuesta en t — oo

z(o0) =A4+0 — A=zx(c0). (3.64)

El valor que toma la respuesta z(co) dependerd del circuito y del valor de
la fuente de excitacién. Notar que x(oco) debe ser un valor constante, ya
que la solucién se busca asumiendo que la excitacién es una constante. Si la
excitacion es diferente a una constante la respuesta en general no serd igual
a una constante cuando t — oo. Por ejemplo si la excitacién es una funciéon
sinusoidal entonces la respuesta sera también una funcién de tipo sinusoidal
y no podré obtenerse a partir de esta respuesta general, como veremos més
adelante.

Luego para t — 0 y sabiendo ya que A = z(c0) se obtiene el valor de B

z(0) =xz(c0)+B-1 — B=2z(0)—xz(c0). (3.65)

Reemplazando estas constantes en (3.63) queda

1

z(t) = 2(00) + [£(0) — x(00)] e 7" (3.66)

que es la respuesta general completa de la ODE (3.58). Como puede verse,
el coeficiente de exponencial (B) depende del estado energético inicial del
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elemento almacenador de energia (condicién inicial del sistema), y del valor
final o de reposo que tome el sistema cuando t — oco.

Observando (3.66) se ve que esta compuesta por dos términos, el primero
es un término constante y el segundo un término exponencial decreciente

2(t) = 2(00) + [(0) — 2(00)] e 7. (3.67)

El término constante xg, recibe el nombre de respuesta forzada y es el va-
lor que toma la respuesta z(t) cuando t — oco. Esta parte de la respuesta
es la solucién particular de la ecuacion diferencial no homogénea y existe
sOlo si existe una fuente forzante, de ahi su nombre de forzada. El término
exponencial xy, se lo conoce como respuesta natural del sistema y es la solu-
cion general de la ecuacién diferencial homogénea. Su nombre se debe a que
depende exclusivamente de la naturaleza de los componentes del sistema,
es decir de los elementos del circuito. Las fuentes de excitacién y las con-
diciones iniciales del sistema sélo determinan su amplitud. Notar que esta
respuesta es de la misma forma que la que se obtuvo en el andlisis de los cir-
cuitos RL y RC sin fuente (seccién 3.1.1). Esta parte de la respuesta tiende
a cero con el tiempo? por esto se la llama también respuesta transitoria o
respuesta de régimen transitorio. En contraparte, la respuesta forzada existe
mientras exista una excitacion, y recibe el nombre de respuesta permanente
o respuesta de régimen permanente.

La respuesta obtenida representa la evolucién completa del parametro
x(t), partiendo de un estado inicial (z(0)) hasta llegar a un estado estable
final (¢ — oo). La transicién entre los dos estados se produce de una for-
ma que sélo depende de la naturaleza del circuito, es decir de la respuesta
natural.

Si no se tiene informacién de lo que ocurrié antes del inicio del anélisis
del sistema (antes de ¢ = 0), entonces el estado inicial se considera siempre
un estado estable, es decir un estado de reposo, donde todos los elementos
almacenadores de energia ya estdn cargados al maximo o descargados por
completo segiin corresponda.

Mas adelante veremos que estos estados inicial y final no necesariamente
deben ser constantes como en el caso de excitacion con fuente constante.
Estos estados se denominan en general estados de régimen permanente, y la
transiciéon entre dos estados de régimen permanente se realiza mediante un
régimen transitorio, siguiendo la respuesta natural del sistema.

Volviendo al circuito RC' de la figura 3.10, la respuesta general a su
ecuacién de equilibrio (3.57) sera entonces (segin (3.66))

ve(t) = ve(00) + [ue(0) — ve(oo)] e re, (3.68)

. L L1
4Estrictamente la funcién exponencial e~ 7 se hace cero solo para ¢t = co, pero a los
fines préacticos esta funcién puede ser despreciada para un valor de tiempo mayor a 57
(ver secci6n 3.2).
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donde los valores constantes que toma la tensién para t — 0y ¢ — oo se
deben encontrar por analisis del circuito.

Para t = 07 sabemos que por condicién de continuidad la tensién en el
capacitor serd igual a la que tenia en t = 0~ (antes de abrir el interruptor,
figura 3.11a), entonces la tensién inicial serd ve(01) = ve(07) = V.

in) |

C ::+ UC‘(O_) E— VO IO R ’UC(OO)

|

Figura 3.11: Estados inicial y final del circuito RC' de la figura 3.10.

(a) Estado inicial (b) Estado final

Para t — oo el capacitor habré llegado a su méaxima carga, comportando-
se como un circuito abierto, la corriente a través de el serd nula (figura 3.11b).
Por lo tanto la tensiéon final del capacitor sera

ve(o00) = vr(o0) = IpR. (3.69)
Llevando estos valores a (3.68) se obtiene
velt) = IhR + [Vp — IpR] e ®e, (3.70)

que es la funcion respuesta de la tensiéon del capacitor del circuito de la
figura 3.10.

En la figura 3.12 se pueden ver las graficas de las respuestas correspon-
dientes a dos estados finales diferentes, dados por dos posibles valores de
R (R; < R3). La linea continua representa la respuesta para el caso que el
estado estable final sea una tensién menor a la tension inicial, Ry < Vj,
y la linea a trazos es la respuesta para Rsly > V. En la grafica pueden
observarse los estados estables inicial y final y la respuesta natural como
transicion entre los mismos.

Rolp +—————= e Esm————

Vo _¥
Rilp +—————=—

Figura 3.12: Tension del capacitor del circuito de la figura 3.10.

t
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Ejemplo 3.3: Encontrar y graficar la tension ve para t > 0 del circuito de la
figura 3.13.

20K

lt:O

12V — 20K 128uF — wve

Figura 3.13: Variacién de la tensién del capacitor excitado con fuente constante.

Para ¢t > 0 el circuito serd una tnica malla RC. Recorriendo la malla
en sentido horario y tomando la tensién en la resistencia como un caida
tendremos

12 = vr + v¢, (3.71)

eligiendo una corriente que atraviese a ambos elementos como caidas,

dvg 6 dvc

= C——=128-10" 3.72
BT dt (3.72)
duc duc
= RC—— =2,56—— 3.73
R a7 (3.73)
que llevada a la ecuacién de malla (3.71) queda
dvc
€ 40,3900 = 4,69, (3.74)
dt
cuya solucién general serd
ve = ve(o0) + [ve(0) — va(oo)] e %39, (3.75)

Para determinar la tension que toma el capacitor en t — oo se debe observar
la ecuacién de malla (3.71). Tomando limite para ¢ — oo la tensién en la
resistencia tiende a cero, ya que la corriente de malla tiende a cero, por lo
tanto

tliglo (vr + ve) = ve(oo) = 12[V]. (3.76)

En t = 07 la tensién a bornes del capacitor serd igual a la mitad de la
tension de fuente va(O~) = 6V, debido al divisor resistivo, entonces

ve = 12 — 6e 039V, (3.77)

cuya grafica puede verse en la figura 3.14.
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ve(t)[V]
12 F——mmmm—mm e

L

Figura 3.14: Respuesta de tensién del capacitor de la figura 3.13.

3.4. Resolucién por superposicion

El teorema de superposicién permite solucionar problemas lineales con
multiples fuentes considerando las excitaciones por separado. Luego, las res-
puestas obtenidas en forma independiente se suman para conformar la res-
puesta a total.

Consideremos por ejemplo el circuito de la figura 3.15a. Para encontrar la
respuesta total del sistema aplicando el teorema de superposicién se deben
pasivar sistematicamente cada fuente dejando sélo una activada por vez.
Pasivando por ejemplo todas menos la fuente de tension Vy nos queda el
circuito de la figura 3.15b. Luego operando para ¢t > 0 y procediendo como
en la seccién anterior obtenemos la respuesta completa debido a esta fuente

By

Vo W
i) = EO - E%—f , (3.78)

notar que para esta respuesta la condicién inicial es cero, ya que la fuente
que provoca la condicién inicial en el inductor esta pasivada.

t=0 t=0 R

I | ?Ml Vo
’ i(t) T

(a) Circuito RL con dos fuentes

t=20 R t=0 t=0 R

V3 L Vo Io V3 L
i (t) ia(t)
(b) Fuente de corriente (c) Fuente de tensién pasivada
pasivada

Figura 3.15: Analisis de circuito RL aplicando teorema de superposicién.

Luego pasivamos todas menos la fuente de corriente Iy, quedando el
circuito como en la figura 3.15¢. Al conmutar el interruptor la fuente de co-
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rriente se desconecta quedando el circuito sin fuente, por lo que la respuesta
sera

io(t) = Ipe L (3.79)

como vimos antes. Notar que ambas respuestas obtenidas pasivando una y
. . _R
otra fuente contienen la misma respuesta natural e"Z?.

Finalmente se obtiene la respuesta total sumando i1 (t) + i2(t)

i(t) = % + (IO - ‘g) e Tt (3.80)

3.5. Respuesta natural mas forzada

Aplicar el teorema de superposicién como en la seccion 3.4 es muy 1til
para resolver circuitos con muchas fuentes. Pero podemos conseguir ain
mayor beneficio de este teorema si observamos la forma que se construye
la respuesta natural al hacer la sumatoria de todas las respuestas. Cada
respuesta contribuye con su valor en ¢ = 0 a la constante de la respuesta
natural. En el ejemplo de la seccién 3.4, i; contribuye con —% e i con Ip.
Esta constante debe cancelar los valores de todas las respuestas forzadas en
t = 0 y dar como resultado el valor inicial del circuito, es decir, suponiendo

que i7(0) = Ip se tendré para un caso general

i7(0) =451 (0) + ig2(0) + ig3(0) + « - - + ign (0)+ (3.81)
+ [Tg — i51(0) — ig2(0) — igz(0) — - - - — ig, (0)] €°. (3.82)

Por ende la respuesta natural puede obtenerse en forma independiente
cuando ya se hayan obtenido todas las respuestas forzadas debido a cada
una de las fuentes forzantes, ya que su forma depende exclusivamente de los
elementos del circuito (el 7 es tinico) y la constante se obtiene valuando la
respuesta en t = 0 y aplicando la condicién inicial del circuito.

Es decir que podemos aplicar el teorema de superposiciéon para obtener
todas las forzadas y luego la natural inica en un circuito de primer orden.
Para aplicar superposicién a un sistema con n fuentes de esta tltima forma
el procedimiento es el siguiente: se comienza por pasivar todas las fuentes
menos una y obtener la respuesta forzada ir; debido a esta primera fuente.
Luego se pasivan todas las fuentes menos la segunda con lo que se obtiene la
respuesta forzada i debido a la segunda fuente. Esto se repite hasta obtener
las n respuestas forzadas debido a las n fuentes presentes en el sistema. Luego
se calcula la respuesta natural iy, (t). Teniendo en cuenta que ésta depende
solamente de los elementos del circuito y no de las fuentes, para obtenerla
se deben pasivar TODAS las fuentes forzantes del circuito y luego operar
considerando el circuito sin fuente. Con estos pasos se obtiene la respuesta
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general completa del sistema
ir(t) = in (1) +in(t) +in(t) + - +im(t) + AT (3.83)
Para particularizarla se hace t = 0 y se aplica la condicién inicial del circuito
ir(0) = i1 (0) + i2(0) +ig3(0) + - - - + i (0) + A = I, (3.84)
de donde
A=1Iy—ir(0) — i(0) — ig3(0) — - - - — iy (0) (3.85)
con lo que la respuesta total particularizada queda
ir(t) = in(t) +in(t) +ip(l) + - +im(t)+ (3.86)
+ [Ty — i1 (0) — i2(0) — ig3(0) — - — iga(0)] e 7. (3.87)

Ejemplo 3.4: Encontrar la tension del capacitor del circuito de la figura 5.160
para t > 0.

8901 t= >g
E=0% goac) 10OHF Lt 1KQ (%) 75V

Figura 3.16: Circuito RC' con dos fuentes de excitacién constante.

La respuesta de tensién del capacitor se puede encontrar aplicando el
teorema de superposicion, obteniendo primero todas las respuestas forzadas
y luego la respuesta natural. Para determinar la respuesta forzada debido a
la fuente de corriente se pasiva la fuente de tension y se analiza el circuito
para t — oo, quedando como en la figura 3.17a. La tensién forzada debido

8900 8909
NN\
0,24 (1) H00KF L) 1KQ 100uF L+ 1KQ
(a) (b)

Figura 3.17: Circuito RC de la figura 3.16 para t — oo, con (a) fuente de tensién
pasivada y (b) fuente de corriente pasivada.

a la fuente de corriente serd entonces

ve, (00) = 0,2A - TKQ = 200[V] (3.88)
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En la figura 3.17b se muestra el estado final del circuito con la fuente de
corriente pasivada. La fuente de tensién no produce respuesta forzada ya
que el interruptor la desconecta en ¢ = 0, por lo tanto

ve,(00) =0 (3.89)

El circuito de la figura 3.17b representa también el circuito que resulta de
pasivar ambas fuentes para t > 0, de donde se puede obtener facilmente la
respuesta natural general. La constante de tiempo es

7= RC = 1KQ - 100pF = 0,15, (3.90)

con lo que la respuesta natural viene dada por
ve, (t) = Ae 10, (3.91)

La respuesta completa general queda entonces
ve = 200 + Ae™ 0% (3.92)

Luego, en t = 0~ la tension inicial del capacitor es la tension de la fuente
75V, por lo tanto

ve(0T) =200+ A =75 = A = —125. (3.93)
Finalmente
ve(t) = 200 — 125¢ 7 1%V] vt >0, (3.94)

que es la tensién buscada.

3.6. Respuesta a una fuente no constante

Un sistema de primer orden que es excitado por una fuente genérica,
tiene como ecuacién de equilibrio una ODE de primer orden no homogénea

dz(t)

—— ba(t) = £(1) (3.95)

a

o en su forma normalizada (a = 1)

+ —= =yt 3.96
% — =yt (3.96)
cuya solucién compleita estd formada por una soluciéon general de la ho-
mogénea (x, = Ce”7) mas la solucién particular de la no homogénea, es
decir la respuesta natural méas la respuesta forzada.
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Esta ODE puede ser resuelta por varios métodos, uno de ellos se conoce
como método de Lagrange o solucion integral. El método se basa en la
solucion propuesta para resolver la ODE de primer orden homogénea. Por
analogia propone como solucién una funcién de igual forma que la natural,
pero en lugar de ser C' una constante, es también una funciéon dependiente
del tiempo

z(t) =c(t)e = (3.97)

Para probar que ésta es solucién, se busca su derivada respecto del tiempo

de(t) _ de(t) () (‘i‘f) (3.98)

dt dit

y se lleva a (3.96). Luego, operando

ldfi(tt)e—i +elt) (‘e_ﬂ e (3.99)

T T
dz(tt)e—i — y(t) (3.100)
dz(;) = y(t)er (3.101)
e integrando ambos miembros se encuentra c(t)
ot) = / y(t)ex dt + C (3.102)

Es decir, para que (3.97) sea solucién de (3.96), ¢(t) tiene que ser como
(3.102). Reemplazando

z(t) = (/y(t)ei dt + C) e (3.103)
z(t)=Ce 7 +e r /y(t)ef dt (3.104)

y (3.104) es la solucién completa (natural més forzada) de la ODE (3.96).
Notar que la ODE considerada (3.96) para encontrar la solucién (3.104)
estd normalizada, es decir que el coeficiente que acompana a la derivada de
mayor orden es 1. Esta normalizacion debe realizarse siempre antes de aplicar
la solucién (3.104) a una ODE, dividiendo la ecuacién por el coeficiente
correspondiente.

Ejemplo 3.5: Para el circuito de la figura 3.18 determinar la corriente iy,
para t > 0.
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10 + e~ 2 11,

Figura 3.18: Circuito RL serie alimentado con una fuente de tensién no constante.

La ecuacién de equilibrio para ¢ > 0 en términos de i, es

U
v(t) = Rir, + L% (3.105)
"
10 + =2 = 70i1, + 10% (3.106)
10 + e 2 diy,
_ogi 4 1
5 TiL + (3.107)
de donde 71, seréd
10+ e
i, =Ce T e / (t;) et dt (3.108)
1 672t
i, =Ce 4 - 4 — 3.109
i e "+ - + = ( )

como en t = 0 la corriente es nula, la constante C' vale

1 1
] = -4 — = 11
i,(0) C+7+50 0 (3.110)
57
C=—— 3.111
350 ( )
finalmente i1, queda
, 1 57 _, e 2
=—- - — —_ 112
LE7 73500 TR0 (3:112)

3.7. Alimentacion con fuente sinusoidal. Corriente
alterna

El caso particular de un circuito alimentado con una fuente senoidal es
muy importante debido al intensivo uso de este tipo de alimentaciones en la
ingenieria. Se vera en detalle su resolucién aplicando el método de Lagrange
visto anteriormente.
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Vinax sen(wt + 6,)V

Figura 3.19: RL serie alimentado con una fuente de tensién senoidal.

Si se alimenta un circuito RL serie con una fuente alterna como en la
figura 3.19 la ecuacion de equilibrio para ¢ > 0 segin la LKV sera

Vin(t) — vr(t) —or(t) =0 (3.113)

vin(t) = vr(t) + vi(t) (3.114)

Vax sen(wt + 60,) = Ri(t) + Ld(fi(tt)) (3.115)
Vméx . R . d(Z(t))

< sen(wt + 6,) = fz(t) + i (3.116)

que, segin el método de Lagrange visto anteriormente, la solucién integral
de esta ODE tiene la forma

Vinax
i(t) = Ke It +e Lt /e%t% sen(wt + 6,) dt (3.117)

la funcién integral de (3.117) se encuentra resolviendo la integral por partes’,
haciendo

L
dv=eLldt = v = Ee%t (3.118)
Vmé,x Vméx
U= sen(wt + 6,) = du = W= cos(wt + 6,)dt (3.119)
y reemplazando en la integral queda

Vm'x L r Vm'x
/e%tTa sen(wt + 6,) dt = Eegt . Ta sen(wt + 6,)— (3.120)

L Ving
Ee%t cw—== cos(wt + 6,) dt (3.121)

Esta nueva integral en el segundo miembro de (3.121) se resuelve también
por partes quedando

max L r max
/eftVL sen(wt + 6,) dt = Reft . VT sen(wt + 6,)—
L? max
[megt . wVL cos(wt + 0,)+
2L2 Vo .
WRQ /e%t T sen(wt + 0,) dt (3.122)

5fudv=uv—fvdu
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Finalmente, como esta ultima integral tiene la misma forma que la del primer
miembro, se halla la solucién por asociaciéon de términos

2L2 m L max
<1+w )/eRtVLa sen(wt 4 0,) dt = eLt VLa sen(wt + 0,)—

R? R
L? R, wVnax
ﬁeL 7 cos(wt + 6,) (3.123)
es decir
RthaX 1 L Ry Vméx
t+0,)dt = ——— | Sel’ —= t+0y)—
/eL T sen(wt + 6,) 1+w;%2 7" sen(wt + 6,)
L Vinax
ﬁe%t Rt 7 cos(wt + 6) (3.124)
/elgthax sen(wt + 6,) dt = M [Rsen(wt + 0,)—
L T OR2 422 v
wL cos(wt + 6,)] (3.125)

Volviendo ahora a la (3.117) de la corriente con este resultado se tiene

ert
i(t) = Ke Lt + e—Et m [Rsen(wt + 6,) — wL cos(wt + 6,)]
(3.126)
i) = Ke— %t ¢ % [Rsen(wit + 0,) — wL cos(wt +6,)]  (3.127)

para reducir esta iltima ecuacién se puede utilizar la igualdad trigonométri-
ca

b
asen(z) — beos(xz) = Va? + b?sen (l‘ — arctana> (3.128)
entonces (3.127) queda

Vinsx L
i(t) = Ke Tt — 18X\ /RY 1 (212 gen <wt + 6, — arctana;%)

RZ + w2l?2
(3.129)
max L
i(t) = Ke Tt + R2V&22 sen (wt + 6, — arctanu;%) (3.130)
+w

Esta solucién general representa la evolucion de la corriente para todo
t > 0, para considerar el caso particular se debe calcular la constante K. En
este caso la corriente en ¢t = 0 es nula, entonces

max L
Z(O) = K =+ ‘RQX/—’_W Sen (91) — aI‘Ctaan) = 0 = (3131)
max L
K = —\/ﬁ sen (9U - arctanu‘JR) (3.132)
w
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Finalmente
Vméx
VRZ £ 212

max L
+ \/ﬁ sen <wt + 6, — arctanu;z) (3.134)
w

que es el resultado particular para este circuito RL serie.

Ly

L
i(t) = — sen <0U - arctan%) e L'+ (3.133)

En la figura 3.20 pueden verse las graficas de la respuesta completa de
corriente (en color negro) junto con las respuestas natural y forzada (en color
gris), la grafica en linea de trazos representa la excitacion.

i(t)[A]

Figura 3.20: Corriente en un RL serie alimentado con una fuente de tensiéon
senoidal

3.8. Sistemas de segundo orden

Si consideramos la interaccién entre dos elementos almacenadores de
energia deberemos utilizar una ODE de 2° orden para describir su com-
portamiento. Cada elemento almacenador introduce una condicién inicial
independiente en el sistema, por lo que serd necesario contar con dos solu-
ciones naturales que permitan satisfacer ambas condiciones iniciales. Como
se vera a continuacién, estas dos soluciones naturales son las dos soluciones
generales de la ODE homogénea que describe el circuito.

Comencemos el andlisis utilizando como ejemplo un circuito paralelo
RLC como el de la figura 3.21. Para este circuito la ecuacién de nudo segiin
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v(t)

i(t) (1 R L =
iR(zs)l z'L<t>l z'cul)

Figura 3.21: Circuito RLC paralelo.

LKC es
o () du(t)
if(t) = R +i, +C e (3.135)
ademas, la corriente por el inductor cumple
dig, (¢
o(t) = L Z;E ), (3.136)

con lo que se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas en dos
variables, la tensién del paralelo v(t) (o del capacitor) y la corriente por el
inductor ir,(¢). Elimando alguna de estas variables por sustitucién se obtie-
ne una ecuacion diferencial de segundo orden en términos de la otra, por
ejemplo llevando (3.136) a (3.135) tenemos

o Ldig(t) d?ip,(t)
if(t) = BT +1, + LC e (3.137)
que reordenando y normalizando queda
1 d%i,(t) 1 dip(t) 1
—i5(t) = — —1,(%). 1
e W="a2 Trea "™ (3.138)

De otro modo, despejando i, (t) de (3.135) y llevando a (3.136) obtenemos

u(t) = L% (if(t) - Ug) - chit)> , (3.139)
Ldig(t)  d?o(t) | 1 do(®) | 1
¢ at ~ ae Twe a Tt (8.140)

Si se analiza otro tipo de circuito con dos elementos almacenadores de
energia, como el circuito RLC serie de la figura 3.22 por ejemplo, la ecuacion
de equilibrio de tensiones sera:

di(t)

ve(t) = Ri(t) + L gy

+ve(t), (3.141)

donde ademés,

(3.142)
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R L

on (t)

Figura 3.22: Circuito RLC serie.

Igual que antes, de este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas pode-
mos obtener

1 d?ve(t)  Rduc(t) 1

Ldee(t)  d%i(t) | Rdi(t) ii()
L d  d2 L A&t LC

(3.144)

De igual forma, se puede verificar que con dos elementos del mismo tipo
como el circuito RL de la figura 3.23, se obtiene una ecuacién diferencial de

segundo orden.
Ly
T
ve(t) {(;)\ Ry Ly
Ry

Figura 3.23: Circuito irreductible con dos elementos que almacenan energia.

3.8.1. Circuito sin fuente forzante - Solucién natural

Consideremos el circuito de la figura 3.24, aplicando LKV para t > 0
t=0 R

Vo (% ve(t) % C fz(t) ) L

Figura 3.24: Circuito RLC sin fuente.

vr(t) +vL(t) +vc(t) =0 (3.145)
Ri(t) + Ld;(tt) +ue(t) =0 (3.146)
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y la corriente por el capacitor

dvc(t)
dt

como vimos antes, de estas dos ecuaciones diferenciales de primer orden
acopladas podemos obtener una tnica ecuacién diferencial de segundo orden
en término de algunas de las variables de interés. En general se prefiere
resolver en términos de alguna de las variables continuas del circuito, como
la tensién en el capacitor vc(t) o la corriente por el inductor i(t), puesto
que son las que cumplen con la condicién de continuidad y por ende las que
imponen las condiciones iniciales.
Si llevamos la ecuacion (3.147) a la (3.146) tendremos

d Cdvc(t)
R <0d”§t(t)) +L ( dtdt ) +uc(t) =0 (3.148)

d%vc (t)  Rdvc(t) 1
— —uwg(t) =0

aw "z a reve?
una ODE homogénea de segundo orden en términos de vc(t). Resolviendo
esta ODE se obtiene entonces la respuesta natural de la tensién del capacitor

en un sistema de segundo orden.
De igual forma se puede obtener la ODE en términos de la corriente
despejando la tensién vc(t) de la ecuacion (3.146) y llevandola a la (3.147)
d(—Ri(t) — LY

i(t) — C ( = i) =0 (3.150)

d?%i(t) Rdi(t) 1
= —i(t
@ L a o™

i(t) = C

(3.147)

(3.149)

=0 (3.151)

Solucién a una ODE homogénea de segundo orden

La respuesta que se obtiene de circuitos como el anterior, al igual que
para los circuitos de primer orden, se la llama respuesta natural, porque es
una respuesta que depende exclusivamente de la naturaleza del sistema y
existe incluso sin la presencia de fuentes forzantes. La respuesta natural de
un sistema de segundo orden viene dada entonces por una ODE homogénea
de segundo orden, cuya solucién puede encontrarse como sigue.

Sea la ODE
d2x(t) dz(t)
= 152
e +p & +qz(t) =0 (3.152)

se propone como solucién la funcién exponencial®

T, () = Ae® (3.153)

SEsta funcién tiene la particularidad de relacionar la primitiva con sus n derivadas y
es por ende la solucién por excelencia de una ecuacién diferencial.
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donde A y s son constantes a determinar. Reemplazando la solucién pro-
puesta y sus derivadas

dxgt(t) = Ase® (3.154)
dQZ‘Q(t) = As?est (3.155)
en la (3.152) queda
As?et + pAse® + qAe®t =0, (3.156)
Ae®t <32 +ps+ q) =0, (3.157)

es decir que para que la funcién propuesta sea solucién, este producto debe
ser cero para cualquier ¢, y como Ae®! es la solucién propuesta y no puede
ser cero para todo t, entonces se debe cumplir

s>+ ps+q=0, (3.158)

que se conoce como ecuacion caracteristica. Esta ecuacién es en la variable s,
que es el exponente de la solucién propuesta, por lo que la solucién propuesta
serd solucién de la (3.152) si y sélo si el exponente s es raiz de la ecuacion
caracteristica (3.158), es decir

,/ ,/ (3.159)

Normalmente estas raices suelen denotarse como

s1=—a+ /a2 —wd; s2=-—a—/a?—wd (3.160)

donde « se llama coeficiente de amortiguamiento y wqo frecuencia resonante.
La ecuacién caracteristica también suele escribirse usando estas notaciones,
quedando

s2 4 2as + wd = 0. (3.161)

Luego, la solucién completa de (3.152) serd

T (t) = Apett + Ages?t (3.162)

es decir que la respuesta natural dependera de las raices de la ecuacion
caracteristica, y serd distinta segin las raices sean a) reales y distintas, b)
reales e iguales o ¢) complejas conjugadas. Analizaremos a continuacién cada
uno de los casos.
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Raices reales y distintas

Si las raices s1 y s2 son raices reales y distintas, es decir que

51=—a+/a?—wd (3.163)
s9=—a—/a? —w? (3.164)

con a? > wg, entonces la respuesta completa de la ecuacién diferencial ho-
mogénea viene dada por

Ty (1) = AreStt + Age™?! (3.165)

que es la respuesta natural del sistema y tendré la forma de la figura 3.25a.

Esta respuesta se la llama respuesta sobreamortiguada, las raices s1 y $So

reciben el nombre de frecuencias naturales del sistema y sus inversas son las
. 1 1

constantes de tiempo R AT

LL‘n(t) Tn (t)

(a) Respuesta sobreamortiguada (b) Respuesta criticamente amorti-
guada

Zn(t)

AR

VN ;

(c) Respuesta subamortiguada u os-
cilatoria

Raices reales e iguales

Si las raices s1 y so de la ecuacion caracteristica son raices reales e iguales,
es decir que

51= 8= —a= —g (3.166)
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esto ocurre cuando a? = w%, entonces
T (t) = Ae® (3.167)

y la respuesta natural queda ahora incompleta, ya que lo que antes eran dos
respuestas linealmente independientes (ecuacion 3.165), una exponencial con
exponente s1 y otra con exponente so, se transforman en una tnica respuesta
Aest.

Para que la respuesta de una ecuacion diferencial de segundo orden esté
completa se necesitan dos funciones respuestas linealmente independientes,
por lo que se debe buscar una segunda funcién linealmente independiente
de la anterior (ecuacién 3.167). Una forma de encontrar la nueva funcién
es haciendo que se cumpla el requisito de independencia lineal entre las
respuestas, es decir que se cumpla que

:Cng(t) .

(D) f(t) # cte (3.168)
o bien

Tp2(t) = f(t)zn1(t) (3.169)

Para que la nueva respuesta propuesta x,2(t) sea también solucién del
sistema, se debe reemplazar en la (3.152) y comprobar que satisface la igual-
dad, para esto se deriva sucesivamente la funcién propuesta dos veces y se
lleva a la ODE

Tna(t) = f()zn1(t) = f(t)Ae™ (3.170)
ina(t) = f(t)Aet + f(t)Ase®t (3.171)
Gna(t) = (f(t) + ft)s+ f()s + f(t)SQ) At (3.172)

reemplazando y sacando factor comtin Ae®! se obtiene

At [f(t) + 2f (t)s + f(1)s* + (3.173)
+p (F(5) + £(0)s) +af ()] =0 (3.174)

igual que en el caso de raices reales y distintas esta igualdad se debe satisfacer
para todo ¢, y como Ae*’ no puede ser cero para todo t por ser la funcién
propuesta, debe ser cero entonces lo que queda entre corchetes

F6) + 2/ (s + F0)2 +p (F0) + F@)s) +a(F(B) =0 (375)

Agrupando en términos de la f(t) y sus derivadas se tiene

F&)+ @) (25 +p) + f®) (3 +ps+0)) =0 (3.176)
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como s es una rafz de la ecuacién caracteristica entonces s+ ps+q = 0, es
decir

f)+ f(t)(2s+p) =0 (3.177)

ademds, segun la (3.166), el coeficiente 2s + p es igual a cero por tratarse de
raices reales e iguales, finalmente

fity=0 (3.178)

Una funcién cuya derivada segunda sea nula debe tener como derivada pri-
mera una constante y debe ser por ende una funcion lineal. O sea

F(t) = Kit + Ky (3.179)

Esto permite concluir diciendo que si se multiplica a la solucién zp; (t)
por cualquier f(t) de la forma K;t+ Ko se obtendra otra solucién linealmen-
te independiente de la ecuacién diferencial. Entonces x,2(t) serd (ecuacién
3.170)

Tno(t) = (K1t + Ko) Ae® (3.180)
Tno(t) = Are’t + Aote® (3.181)

pero la segunda solucién encontrada se compone de dos funciones linealmen-
te independientes, es decir que esta es ya una solucién completa. Entonces

T, (1) = Are’ + Agte®™ (3.182)

que es la soluciéon completa buscada. Este tipo de respuestas se llama res-
puesta criticamente amortiguada y su forma se grafica en la figura 3.25b.

Raices complejas conjugadas

Si la ecuacién caracteristicas tiene raices complejas conjugadas, es decir

que a? — wg < 0, entonces

S1 = —a+ jwy, (3.183)
S9 = —a — jwy (3.184)

donde w,, = /wg — a2, que se conoce como frecuencia resonante amortigua-

da.
Ahora las soluciones z,1(t) y xn2(t) formadas con los exponentes com-
plejos s1 v sg, son dos soluciones linealmente independientes pero complejas
Tn(t) = Apelmation)t 4 gyel-a—jon)t (3.185)

Tp(t) =e ™ (Alejw"t + Age_j‘”"t> (3.186)
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Utilizando la igualdad de Euler se puede poner la soluciéon en términos
de las funciones trigonométricas

T (t) = e= ((Ay + Az)cos(wnt) + j(A1 — Ag)sen(wp,t)) (3.187)

Como las constantes Ay y As son constantes arbitrarias que deben ser
elegidas para cumplir con las condiciones iniciales del sistema, y como es-
tas condiciones iniciales serdn siempre valores reales, entonces las A y As
deberén ser tales que sumadas den un nimero real puro (41 + A2 = By) y

restadas un nimero imaginario puro (A; — Ay = —jBy), de tal forma que
Ty () = e~ (Bicos(wnt) + j(—jBa)sen(wnt)) (3.188)
T, (t) = e~ (Bycos(wpt) + Basen(wyt)) (3.189)

es decir que del conjunto de funciones complejas representadas por (3.186)
y que son soluciéon de la ODE homogénea de segundo orden solo tomamos
las que son reales puras, ya que nos interesa representar parametros fisicos
reales.

A este tipo de respuesta se la llama respuesta subamortiguada y es la que
da el nombre a las dos anteriores. Se trata de una funcién trigonométrica
que es atenuada por un exponencial e~®!, donde « se llama coeficiente de
atenuacién y w, es la frecuencia resonante amortiguada del sistema. La
grafica de esta respuesta se puede ver en la figura 3.25c.

3.8.2. Condiciones iniciales

Un sistema de segundo orden tiene entonces dos condiciones iniciales que
deben ser satisfechas, una por cada elemento almacenador de energia. Las
constantes que acompanan a cada solucién natural deben ser establecidas
de forma tal que la respuesta completa del sistema cumpla con estas dos
condiciones iniciales. Es decir, debemos “particularizar” la respuesta.

Volviendo sobre el circuito RLC de la figura 3.24 y suponiendo por sim-
plicidad que las raices del sistema son reales y distintas, la tensién en el
capacitor dada por la ODE (3.149) serd

vo(t) = Ae®tt + Bes? (3.190)
en t = 0 la tension en el capacitor vale vc(0) = Vo, por lo tanto
vc(0)=A+B=1V (3.191)

como la corriente por el inductor es nula, también lo sera la corriente por el
capacitor para t > 0, entonces

ir(0) = ic(0) = ¢ g

=C (A51 + BSQ) =0 (3.193)

=0 (3.192)
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y de las ecuaciones (3.191) y (3.193) se obtienen A y B para cumplir con
ambas condiciones iniciales.

Si observamos la ecuacion (3.192) vemos que la segunda condicién inicial
estd determinando la pendiente de la respuesta de tensién en ¢ = 0, es decir
que en un sistema de segundo orden las condiciones iniciales establecen el
valor y la pendiente inicial de cada respuesta. En la figura 3.25 se pueden ver
dos graficas de la respuesta vc(t), ambas tienen un valor inicial ve(0) = Vy
con Vp > 0 pero la primera es para i,(0) = 0 y la segunda ir,(0) = Iy con
Iy > 0.

ve(t)

o iL(0) =0

4 4

Figura 3.25: Respuesta de tensién en un sistema de segundo orden.

3.8.3. Solucion forzada

Para el caso de sistemas de segundo orden o méas no es posible encon-
trar la solucion completa utilizando el método de Lagrange propuesto para
los sistemas de primer orden, por lo que la solucién forzada (o la solucién
particular de la inhomogénea) debe buscarse utilizando otros métodos.

Encontrar la solucién forzada implica: del punto de vista mateméatico
encontrar una funcién que satisfaga la ODE inhomogénea, y del punto de
vista eléctrico resolver el régimen permanente del sistema.

Existen varios métodos para resolver el régimen permanente de un siste-
ma sin necesidad de resolver en forma directa la ODE, estos métodos varian
segin la forma de la excitacién’ y serdn objeto de estudio en capitulos pos-
teriores.

Los métodos para encontrar la respuesta de la ODE inhomogénea pro-
puestos por el andlisis matematico son varios, de todos vamos a utilizar el
método de los coeficientes indeterminados por ser el que mas se ajusta a las
formas de excitacion comunmente utilizadas en electricidad.

El método de los coeficientes indeterminados consiste en proponer como
solucién la suma de la funcién excitacién y todas sus derivadas, multiplican-
do cada una de ellas por un coeficiente constante a determinar. El método

"Por ejemplo el método fasorial para resolver el régimen permanente de circuitos exci-
tados con sefales sinusoidales, o el anélisis del comportamiento de los elementos ante una
excitacién continua.
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se basa en el hecho de que existe un conjunto de funciones que no cambian
su forma al ser derivadas, es decir al ser introducidas en una ODE. Este
conjunto de funciones esta formado por las funciones de forma polindémica,
exponencial, sinusoidal y producto de estos tipos®.

3.8.4. Soluciones linealmente dependientes

Como caso particular debe tenerse en cuenta que la soluciéon propuesta
no sea linealmente dependiente de las respuestas naturales del sistema. Esto
puede ocurrir cuando la excitacion es de tipo exponencial pura o un pro-
ducto de una exponencial con una sinusoidal. Consideremos por ejemplo la
siguiente ODE

d2x(t) dz(t)

P +p & +qz(t) = Ke™ (3.194)

si s es una frecuencia natural del sistema tal que s? 4+ ps+ ¢ = 0, una de las
dos respuestas naturales serd de la forma

Tp1(t) = Are (3.195)

entonces no puede proponerse zf(t) = Ae*" como solucién forzada ya que
es LD de x,(t). Para evitar esto se propone como solucién forzada x;(t) =
tAes, que llevada a (3.194)

(SQtAeSt + 2sAeSt) +p (AeSt + stAe”) +4q (tAeSt) = Ke* (3.196)
tA(s* +ps+q) + Alp+2s) = K (3.197)

y como s es raiz simple de la ecuacién caracteristica, nos queda

— K .
Cp+2s’

s # —g (3.198)

y la solucién propuesta

K
zp(t) = tp n 2863t (3.199)

es solucién de la ODE.

En general, si s es raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad r,
la solucién forzada propuesta toma la forma xf(t) = t" Aet.

En forma similar, si la excitacién tiene la forma de una sinusoidal ate-
nuada

f(t) = e (Acos(wnt) 4+ Bsin(wpt)) (3.200)

8Notar que la funcién constante estd incluida en el conjunto como caso particular de
funcién polinémica, es decir una funcién polinémica de grado cero.
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y —a £ jw, son raices de la ecuacién caracteristica, entonces la solucién
forzada propuesta sera

zp(t) =t"e” (M cos(wnt) + N sin(wpt)) (3.201)

con r la multiplicidad del par de raices —a =+ jwy,.

En la tabla 3.1 se listan las posibles excitaciones con sus soluciones for-
zadas a proponer. Obsérvese que los casos en que s = 0y s = +jw, sean
raices de la ecuacion caracteristica implican una resistencia equivalente nula
en el sistema (R = 0), estos casos particulares s6lo pueden darse en sistemas
ideales o sistemas no lineales.

Excitacién Solucién propuesta

ft) =apt? +---art + ap xp(t) =t (Apt?P + -+ + A1t + Ap)
con r la multiplicidad de 0 como
raiz de la ecuacion caracteristica

ft) = Ke™ot zy(t) =t"Ae "
con r la multiplicidad de —a: como
raiz de la ecuacion caracteristica

f(t) = K; cos(wnt) + Ko sin(wyt) xf(t) =" (Aq cos(wpt) + Agsin(wpt))
con r la multiplicidad de +jw,, como
raiz de la ecuacién caracteristica

f(t) = (apt? +---art + ag) et zp(t) =t (AptP + -+ Ayt + Ag) e !
con r la multiplicidad de —a: como
raiz de la ecuacion caracteristica

f(t) = e " (K cos(wnt) + Ko sin(wnt)) | xf(t) = t"e~* (A; cos(wnt) + Ag sin(wpt))
con r la multiplicidad de —a + jw,, como
raiz de la ecuacion caracteristica

Cuadro 3.1: Lista de soluciones propuestas para el método de los coeficientes
indeterminados

3.9. Sistemas de orden superior

Cuando el circuito contiene més de dos elementos que almacenan energia
la ecuacion de equilibrio serd una ecuacion diferencial de orden n, siendo n el
numero de elementos irreductibles almacenadores de energia. La respuesta
natural de este tipo de sistemas es una combinacién lineal de algunas de
las respuestas halladas para los sistemas de segundo orden (pag. 87), segin
sean las raices de la ecuacién caracteristica. La solucion forzada se obtendra
mediante el método de los coeficientes indeterminados, tal como se hizo para
los sistemas de segundo orden (pag. 94).

3.9.1. Solucién natural

Segin las raices de la ecuacién caracteristica la respuesta natural del
sistema sera construida de la siguiente manera:



3.9. SISTEMAS DE ORDEN SUPERIOR 97

= Raices reales: las raices reales a; aportardn a la respuesta natural del
sistema un conjunto de respuestas de la forma

R M )
ST Ayt et (3.202)
i=1j=1

siendo M la multiplicidad de la raiz i-ésima y R el nimero de raices
distintas. Si se trata de una raiz simple, es decir de multiplicidad M =
1 la respuesta aportada serd una exponencial pura.

= Raices complejas conjugadas: las raices complejas conjugadas —o; £ jw;
aportaran a la respuesta natural del sistema un conjunto de respuestas
de la forma

cC M
Z Z U= gt (B(i+j—1) cos(w;) + Citj—1) sin(wi)) (3.203)
i=1j=1

siendo C' el ntimero de pares de raices complejas conjugadas distintas
y M la multiplicidad del i-ésimo par de raices complejas conjugadas.

El niimero de soluciones LI aportado por las raices de la ecuacién carac-
teristica debe ser igual al orden de la ecuacién diferencial. Por ejemplo, para
un sistema de orden 5 con ecuacién caracteristica

(54+2)3(s5+5)(s+8) =0 (3.204)
tendrd como respuesta natural

Tnatural(t) = A1e™2 + Agte™ 4 Ast?e ™2t + Aye 5t + Aze ™ (3.205)
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Ejercitacion



Capitulo 4

Transformada de Laplace

4.1. Transformada de Laplace

4.1.1. Definicion

La Transformada de Laplace es un operador lineal que transforma una
funcion f(t) de argumento real ¢ (¢ > 0) en una funcién F'(s) de argumento
complejo s definida como:

F(s) = /0 T Ht)e ot dt, (4.1)

donde s es una variable compleja de la forma s = o 4+ jw con ¢ > 0'. Se lo
representa usualmente con el simbolo £, y se escribe

LIFB))(s) = F(s). (4.2)

La transformada de Laplace opera sobre un conjunto de funciones defi-
nidas en el dominio del tiempo y las lleva a otro conjunto de funciones en el
dominio de la frecuencia compleja, en el dominio de la pulsacion compleja
o simplemente en el dominio de la variable s. Esta transformacion aplicada
sobre el modelo de un sistema permite encontrar la respuesta del sistema
de forma mucho mas simple que en el dominio del tiempo, principalmente
cuando el modelo del sistema incluye ecuaciones diferenciales, ya que éstas
se transforman en ecuaciones algebraicas en el dominio de s.

Luego a la respuesta encontrada en el dominio de s se aplica la trans-
formacién inversa para obtener la respuesta en el dominio del tiempo. Esta
operacioén se conoce como transformada inversa de Laplace o antitransfor-
mada de Laplace y se denota

LTF(s)]() = f(1), (4.3)

!Esta restriccién define lo que se llama regién de convergencia de la transformada de
Laplace, que asegura la existencia de esta transformada para toda funcién f(¢) sin singu-
laridades en el semieje positivo, cuyo valor absoluto crece a lo sumo como un polinomio
en t cuando t — +o0.

99
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L1 es también un operador lineal definido como la inversa de (4.1), este
operador se vera en detalle méas adelante (seccién 4.3).

Para encontrar la transformada de Laplace de una funcién se debe in-
tegrar sobre t entre 0 e oo la funcién a transformar multiplicada por e,
segin indica su definiciéon (4.1). Como la transformacién existe sélo para
t > 0, para asegurar unicidad (mds adelante daremos la definicién de unici-
dad, seccién 4.1.2) la funcién a transformar debe ser nula para ¢t < 0. Si f(¢)
no es nula para ¢ < 0 entonces se define g(t) = f(t)u(t) para poder aplicar
la transformada.

Ejemplo 4.1: Sea la funcién f(t) = e~“u(t), encontrar su funcién transfor-
mada F(s) aplicando la definicion (4.1)%.

F(s) = Lle~u(t))(s) = / et gf — / o (sHa)t gy —
0 0

_e—(s—l-a)t 00 _e—(s+a)oo e—(s—l—a)()
(s+a) lo s+a s+a
. 1
Lle " u)](s) = (4.4)

No siempre es necesario calcular esta integral para encontrar nuevas
transformadas, haciendo uso de transformadas conocidas y de operaciones
algebraicas se pueden encontrar nuevas transformadas, por ejemplo:

Ejemplo 4.2: Encontrar la transformada de la funcion escalon f(t) = u(t).

Digamos sin demostrar que para el operador £ vale lo siguiente®
lign L[f]= ﬁ[h’gn fel- (4.5)

Entonces, si tomamos limite al resultado del ejemplo anterior (4.4) para
a que tiende a cero

1 1

Jim Ll u(](s) = lim —— = < (4.6)
c ngno e_atu(t)} (s) = Llu(®)], (4.7)

lnego igualando (4.6) y (4.7) nos queda que
Clu()] = - (4.8)

2Noétese que la transformada de Laplace de esta funcién esté bien definida, es decir la
integral converge, para todo s tal que su parte real sea estrictamente mayor que —a.

3La demostracién es de una complejidad matemé4tica importante y estd fuera del al-
cance de este texto.
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que es la transformada de la funcién f(t) = u(t) (figura 4.1).

Figura 4.1: Funcién escalén f(t) = u(t).

4.1.2. Propiedades de la transformada

Algunas propiedades de la Transformada de Laplace son de gran utili-
dad para encontrar transformadas de funciones compuestas o que de alguna
forma se relacionan con funciones cuyas transformadas se conocen. Las mas
usadas de estas propiedades se describen a continuacién.

Unicidad

A una funcién f(t)u(t) le corresponde una unica funcién transformada
F(s) y una funcién F'(s) es transformacién de una y sélo una funcién f(¢)u(t)
l:_l
P S Fs v P S ). (1.9
Otra forma de enunciar esta propiedad es: si f(t)u(t) tiene como transfor-
mada a F(s), y g(t)u(t) tiene como transformada a la misma F'(s), entonces
f)u(t) y g(t)u(t) son iguales®. Esta propiedad es de gran importancia ya
que permite formar los llamados pares de transformadas que se utilizan pa-

ra realizar la operacién de antitransformacién, como se verd en detalle mas
adelante.

Linealidad

La transformada de la suma de funciones es igual a la suma de las trans-
formadas de cada una de éstas funciones

arfi(t) + azfa(t) — a1 F1(s) + a2 Fa(s), (4.10)

4Para que la transformacién sea tnica para todo ¢ se debe asegurar que la funcién a
transformar sea idénticamente nula para ¢t < 0, ya que si f = gVt > 0 pero f # gVt <0,
sus transformadas serdn las mismas y no se cumple la unicidad.



102 CAPITULO 4. TRANSFORMADA DE LAPLACE

donde Fi(s) y Fy(s) son las transformadas de Laplace de fi(t) y fa(t) res-
pectivamente.

Ejemplo 4.3: Encontrar la transformada de Laplace de la funcién Ae™%u(t).

El calculo de esta transformada aplicando la definicién (4.1) es

,C[A —at / A —at —st dt A/ s+a

= 4.11
s+a’ ( )

ahora si en lugar de resolver la integral se aplica la propiedad de linealidad
haciendo uso de (4.4) se tiene

£ [Ae™u(t)| = AL [e~"u(t)| = sfa, (4.12)

que coincide con (4.11).

Ejemplo 4.4: Encontrar la tranformada de f(t) = sen(wt)u(t).

Podemos hacer uso de la igualdad de FEuler para encontrar la transfor-
mada del sen(wt). Sabiendo que

1
sen(wt) = o (ejwt - e_J“’t) , (4.13)
aplicando la propiedad de linealidad la transformada sera

Llsen(wt)u(®)](s) = £ {219 (2t — 1) u(t)} _
1

T (Ll u(®)] - Lle ™ u(t)]) =

:1< LI ):( ©__ (4.14)

I\s—Jw s+ Jw s? + w?)

Desplazamiento en ¢

Si una funcién f(¢)u(t) se desplaza un tiempo o de forma que

f)ut) = f(t —to)u(t —to), (4.15)
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entonces su transformada® sera:
LIf(t—to)u(t —to)](s) = t f(t —to)e st dt. (4.16)
0

Para resolver esta integral hagamos un cambio de variable® ¢ = t — g de
modo que dg = dt

EU@M@H@%=AWH®€“ﬁmdq=Amﬂ@awgﬂ%mz

= [Tilgetdg =R, @)
0

N —
transf. de f sin desplazar

es decir, la transformada de una funcién f(t)u(t) desplazada en ty es igual
a la transformada F(s) de la funcién sin desplazar, multiplicada por e~*%

Lf(t — to)u(t — to)](s) = e 10 F(s). (4.18)

Ejemplo 4.5: Una funcion escalon de amplitud A se inicia un tiempo tg > 0
(figura 4.2). Calcular su transformada aplicando la propiedad del desplaza-
miento en t.

Figura 4.2: Funcién escalén desplazado f(t) = Au(t — to).

Como sabemos de (4.8), la transformada de un escalén es

£lAu)(s) = 2, (4.19)

entonces, segun la propiedad anterior, la transformada del escalén que se
inicia en t = tg serd

L[Au(t — to)](s) = e—stoé (4.20)

5La transformada se define para ¢t > 0 por lo que la integracién se realiza entre 0 e oo,
si t se desplaza a t — to entonces la transformada queda definida para t — tp > 0, o bien
t > to y la integracion debe realizarse entre to e co.

SEsto cambia nuevamente el limite inferior de integracién puesto que ahora g =t — to
y como t — to > 0 entonces g > 0.
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Desplazamiento en s

Si una funcién f(t)u(t) es afectada por una exponencial e~ su trans-

formada de Laplace sufre un desplazamiento en s. La transformada de la
funcién e~ f(t)u(t) serd

Ll f()u(b)](s) = / e~ f(t)e " dt = / Fe g (4.21)
0 0
haciendo un cambio de variable de forma que s + a = g, la integral toma

la forma de la transformada pero en la variable g, o bien en la variable
desplazada s + a

Lle f(t) / F(H)e 9t at = F(g) = F(s + a). (4.22)

El desplazamiento en frecuencia de una funcién transformada se produce al
multiplicar la funcién por un exponencial en el dominio del tiempo.

Ejemplo 4.6: Calcular la transformada de f(t) = e=* Au(t).

Si afectamos al escalén Au(t) por el exponencial e~ segtin la propiedad
del desplazamiento en s la transformada de Au(t) se verd desplazada en s+a

LlAu®)s) = Fo) =5 =
Lle” ™ Au(t)](s) = F(s) = F(s +a) = . fa’ (4.23)

que es coincidente con la transformada £[e~% Au(t)](s) encontrada antes por
integracién (4.11).

Derivacién

La transformada de una funcién y la transformada de sus sucesivas deri-
vadas mantienen una relacién en el dominio de la variable s que hacen a la
transformada de Laplace una herramienta muy potente en la resolucién de
ecuaciones diferenciales. Estas transformadas permiten incorporar las con-
diciones iniciales del problema en el dominio de s, lo que justifica el uso de
la transformada unilateral de Laplace en sistemas con almacenamiento de
energia.

Sea la funcion f(t)u(t) y su transformada F'(s), y sea g(t) = Gru(t),
entonces

clalo=["a

dt] ()= [ Shertat (4.24)

Llg®)](s) =
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Resolviendo la integral por partes

/ udv = uv|go —/ vdu, (4.25)
0 0
con
u=e¢ — du=—se
df
v=ar — v=s0)

la integral queda
Lla®)(s) = FO0e = [ 0) (~se ) i =
= fo)e ™ —f(0)e 45 [ T retar =
— 0

-0 —_
transformada de f(¢)

= —f(0) + sLf(1)]. (4.26)

Como la variable s se definié con su parte real mayor que cero el término
f(00)e™2% serd siempre cero ya que por hipdtesis f(¢) crece més lentamente
que la exponencial. Finalmente nos queda

Llg®)](s) = G(s) = sL[f(t)u(t)] — £(0), (4.27)

la transformada de la derivada de una funcién es el producto de s por la
transformada de la funcién, menos el valor inicial o condicion inicial de esta
funcién f(¢)

c [iﬂ (s) = sF(s) — £(0). (4.28)

Este valor inicial es el valor que toma la funcién original f(¢) en t = 0.

Ejemplo 4.7: Sabiendo que F(s) = L [sen(wt)u(t)] = oy encontrar la
transformada del cos(wt) aplicando la propiedad de derivacion.
Se puede encontrar la transformada del coseno conociendo ya la trans-

formada del seno porque ambas funciones se relacionan por su derivada, es
decir

d(sen(wt))

— Vv cos(wt) (4.29)
1d(sen(wt))
P T cos(wt), (4.30)

luego, transformando la (4.30) y aplicando la propiedad de la derivacién serd

Lleos(wt)] = £ BW} _ % {5(82;"(&) “sen(w0)|  (4.31)
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es decir que

S

L [cos(wt)] (s) = oY)

(4.32)

Obsérvese que para el ejemplo anterior la condicion inicial del sen(wt)
es 0, pero esto no es siempre asi y se debe tener cuidado de no pasar por
alto el valor inicial de la funcién al calcular su derivada en el dominio de s.

FEjemplo 4.8: Calcular la transformada de la funcion g(t) = d(ﬁy))u(t), con

f(t) = e %u(t).

La funcién f(t) = e~ tiene como derivada en el tiempo a la funcién
g(t) = f'(t) = —ae~ % = —af(t). Podemos encontrar la transformada de esta
funcién aplicando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace

—a
s+a

G(s) = —aF(s) = (4.33)

Resolviendo ahora aplicando la propiedad de la derivacién tenemos

Lf'()] (s) = sF(s) - f(0) (4.34)
como f(0) =e 0 =1,
LIF®] (5) = s- i 1= (4.35)

que concuerda con la (4.33).

La propiedad de la derivacién de la transformada de Laplace permite
convertir una ecuacién diferencial (aof(t) + a1 f'(t) + -+ + anf"(t) = g(t))
en una simple ecuacion algebraica en s, lo que facilita su resoluciéon en el
dominio de la frecuencia compleja.

4.2. Aplicacion a la resolucion de circuitos

Un circuito eléctrico con elementos que almacenan energia tiene como
respuesta una ecuacién diferencial. El orden de esta ecuaciéon diferencial
depende de cuantos elementos inductivos o capacitivos irreductibles tenga
el circuito. Por medio de la transformada de Laplace vamos a obtener una
ecuacion algebraica en s que representa la ecuacion diferencial en el dominio
de la frecuencia.

La resolucién del circuito consiste por ahora en encontrar la funcién res-
puesta en el domino de la frecuencia (mdas adelante veremos cémo encontrar
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la funcién respuesta en el dominio del tiempo a partir de su funcién anti-
transformada).

Supongamos un circuito RL como el de la figura 4.3 excitado con una
fuente vi, () que tiene una corriente inicial i(0) = Iy. Se desea encontrar la
funcién respuesta I(s) = L[i(t)].

Figura 4.3: Circuito serie RL.

Aplicando la LKV y segtn las referencias de las tensiones tenemos
vin(t) — vr(t) — v, (t) = 0, (4.36)
de donde la ecuacién diferencial en términos de la respuesta serd

di(t)
dt -

vin(t) = Ri(t) + L (4.37)

Aplicando £ a esta igualdad, por unicidad de la transformada se cumple

Llom(®)] (s) = £ [Rz'(t) 4 Ldg(tt)} (s). (4.38)

Luego por la propiedad de linealidad se cumpla también

c [Ri(t) + Ldfi(tt)} () = RL[i(D)] () + LL {d;(ﬂ (s), (4.39)
entonces
£lul0] () = REO) ) + 22 [0 ), a0

donde podemos simplificar la escritura de las transformadas de forma

L [vin(8)] (5)
RL[i(2)] ()

G, |
o }(s) — L(sI(s) — i(0)), (4.43)

Vin(s) (4.41)
RI(s) (4.42)

LE[

luego, la ecuacién diferencial se transforma en la siguiente ecuacion algebrai-
ca en la variable s

Vin(s) = RI(s) + sLI(s) — Li(0). (4.44)
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Reordenando términos y reemplazando el valor inicial de la corriente en el
inductor (i(0) = Ip), podemos despejar I(s)

RI(s) 4+ sLI(s) = Vin(s) + LIy,

I(S) _ ‘/in(s) + Ll

R+sL (445)

que es la soluciéon buscada.

Si bien lo que tenemos hasta ahora es la transformada de la respuesta
i(t), sabemos por la propiedad de unicidad que esta transformada es tnica
y por lo tanto a partir de ella podremos encontrar una y solo una funcién
i(t) que cumpla con

L[i(1)](s) = I(s), (4.46)
o bien, puesto en términos de antitransformada

i(t) = L7UI(s)]. (4.47)

Ejemplo 4.9: En t = 0 se aplica al circuito RL serie de la figura 4.4 una
tension continua de 55V. Encontrar la transformada de la respuesta i(t)
para t > 0, luego en el dominio de s calcular la tension en el inductor.

L 4709

55u(t) (° “i(t)  300mH

Figura 4.4: Circuito serie RL que se enciende en t = 0.

Segtin la LKV, la malla debe cumplir’

di(t
55u(t) = 470i(t) 4+ 300 x 10—3S(t). (4.48)
Aplicando la transformada a ambos miembros tenemos
. —3 » [di(?)
L [55u(t)] = 470L[i(t)] + 300 x 107°L | (4.49)
% = 4701(s) + 300 x 1073 (sI(s) —i(0)). (4.50)

La corriente inicial del circuito es i(0) = 0 en el inductor, despejando I(s)
queda

55 1 183.33
I(s) = 22 - _ 4.51
() =7 (470 + 300 x 10—33) s(s + 1566.66) (4.51)

"La funcién u(t) representa la aplicacién de la fuente en el tiempo ¢ = 0.
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Si ahora queremos obtener la tensiéon en el inductor debemos derivar
la corriente i(t) en el tiempo y multiplicar por L. En el dominio de s la
transformada de la tensiéon en el inductor se puede obtener aplicando la
propiedad de la derivacion. En efecto, sabiendo que

di(t)

’UL(t) = LF, (4.52)

la transformada sera
VL(s) = sLI(s) — Li(0). (4.53)
Como el valor inicial de i(t) en este caso es nulo, con L = 300mH nos queda

183.3:
ViL(s) = sL 83.35 — = i —. (4.54)
s(s + 1566.66) s+ 1566.66

4.2.1. Funcidon de transferencia

En general se define como funcion de transferencia al cociente entre la
transformada de la salida y la transformada de la entrada de un sistema con
todas las condiciones iniciales iguales a cero

H(s) = ?(3 (4.55)
donde
Y(s) = Ly(t)] (4.56)

X(s) = Llz(t)] (4.57)

es la transformada de la entrada.

En términos de circuitos eléctricos se denomina funcién de transferen-
cia a la transformada de la respuesta sobre la transformada de la excita-
cién, cuando todos los elementos inductivos y capacitivos del circuito estdn
desenergizados.

Si analizamos por ejemplo el circuito RL serie de la figura 4.3 (pagina
107) donde definimos la tensién v, (t) como excitacién y la corriente i(t)
como respuesta, la funcién de transferencia es

I(s) 1

H) =505 = Rest

(4.58)
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Impedancia de Laplace

Podemos cambiar el punto de vista de la entrada y salida de este cir-
cuito, pensando al RL como una carga por la que circula una corriente i(t)
provocando una caida de tensiéon en sus bornes vegrgq = Vin COMO respues-
ta. En este caso la funcién de transferencia serd el cociente entre la Vi,(s)
(respuesta) y la I(s) (excitacién).

Vin(s)
H(s) = =R+ sL. 4.59
()= T3 (459)

La funciéon de transferencia definida como el cociente de las transfor-
madas de una tensién sobre una corriente como la de la (4.59) se la llama
impedancia

(4.60)

De esta forma se define la impedancia de los elementos R, L y C, consi-
derando la caida de tensién sobre cada uno de ellos.

= Para la resistencia, la caida de tensién en el domino de s serd
Vr(s) = RI(s), (4.61)

y su impedancia (funcién de transferencia) Zg(s)

Zg(s) = =R, (4.62)

que es la resistencia de s o de Laplace.

s Para el inductor®
ViL(s) = sLI(s) — Li(0), (4.63)

entonces, su funciéon de transferencia sera

Zi(s) = =sL, (4.64)

que es la impedancia inductiva de s.
s La relacién tension-corriente en un capacitor es

. dvc
i(t) = CE' (4.65)

8Recordar que la funcién de transferencia se define con condiciones iniciales iguales a
cero.
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Transformando ambos miembros

I(s) = C[sVe(s) — ve(0)] (4.66)
Va(s) = % [1(s) + Cvc(0)] (4.67)

donde v (0) es la tensién inicial del capacitor. Como para encontrar la
funciéon de transferencia debemos hacer cero las condiciones iniciales
tendremos

Zo(s) = = — (4.68)

que es la impedancia capacitiva de s o de Laplace.

Como puede observarse en (4.59), la impedancia total de Laplace en un
circuito serie es la suma de las impedancias de Laplace de cada elemento.

4.2.2. Circuito equivalente de Laplace

Las impedancias encontradas antes permiten establecer la relacién ten-
sién/corriente de cada elemento en el dominio de Laplace, sin considerar
las condiciones iniciales de los almacenadores de energia. Si se toman en
consideracion las condiciones iniciales y se suponen en general distintas de
cero, se puede utilizar la representacién de las respuestas de cada elemento
para construir lo que se conoce como circuito equivalente de Laplace. Este
circuito equivalente debe permitirnos obtener en forma directa la ecuacion
de la respuesta en la variable s, sin tener que plantear primero la ecuacion
diferencial y luego transformar para poder resolver.

Consideremos el circuito equivalente serie RLC' de la figura 4.5a, de
donde la sumatoria de las tensiones en el tiempo y sus transformadas seran

vin(t) = vR(t) + vL(t) + ve(t) (4.69)
L[]
Vin(s) = Vr(s) + VL(s) + Vi (s). (4.70)

La tensiones en cada elemento pueden escribirse en términos de la corrriente
y sus condiciones iniciales

Vr(s) = RI(s) (4.71)
Vi.(s) = sLI(s) — Li(0) (4.72)
Ve(s) = — [T(s) + Cuc(0)] (4.73)

reemplazando en (4.70) se obtiene la ecuacién de equilibrio en términos de
1(s)

Vin(s) = RI(s) + [sLI(s) — Li(0)] + |—=I(s) +

(4.74)
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Analizando los diferentes términos del segundo miembro de (4.74) vemos
que en algunos aparece la I(s) multiplicada por la impedancia del elemento.
Segun la definicion de impedancia vista antes, el producto de la transformada
de la corriente por esta funcion de transferencia nos da la transformada de
la tensién a bornes del elemento. Es decir que R, sL y % se comportan
como cargas que al ser atravesadas por una corriente producen una caida
de tensién en el dominio de s. Esto es acorde a lo visto antes cuando se
encontro la funcién de transferencia de cada elemento.

Por otro lado aparecen las condiciones iniciales, tanto del inductor como
del capacitor, que no contienen el factor I(s), y como estamos sumando
transformadas de tensiones estos términos deben ser tensiones en s. En el
circuito equivalente se los representa con fuentes de tensién (transformadas)
cuyo valor depende de la energia inicial almacenada en cada elemento.

Finalmente, agrupando fuentes en un miembro y términos con el factor
I(s) en el otro, la ecuacion de circuito queda

Vin(s) + Li(0) — ”Céfo) — RI(s) + sLI(s) + %I(s) (4.75)
Vin(s) + Li(0) — ”CSO) = <R +sL+ 810> I(s) (4.76)
Vin(s) + Li(0) — chO) = Z(s)I(s). (4.77)

Nuevamente, Z(s) es la impedancia de s o impedancia de Laplace, formada
por la suma de cada una de las impedancias de s del circuito

Z(s) = <R+ sL + le> . (4.78)

El circuito de la figura 4.5b permite obtener en forma directa la (4.74) que
es lo que se buscaba. Obsérvese cémo la polaridad de los generadores de
tensiéon que representan las condiciones iniciales determinan el signo en la
ecuacion.

. R - R
7 ' I L
vin(t) C i) L Vin(s) SSO) 1 S
o s 50 Li(0)
he Camin
1 ‘
(a) (b)

Figura 4.5: Circuito serie RLC (a), y su equivalente de Laplace (b).

El mismo anélisis puede aplicarse a un circuito RLC paralelo (figura
4.6). Partiendo de la suma de las corrientes en el nudo principal y luego



4.2. APLICACION A LA RESOLUCION DE CIRCUITOS 113

Vin (t) Vin(s)

iin(t) t R L = Iin(s) i R sL i @1 ::G C’UC(O)

(a) (b)

Figura 4.6: Circuito paralelo RLC (a), y su equivalente de Laplace (b) utilizando
fuentes de corriente para representar las condiciones iniciales.

transformando tendremos

iin(t) = ir(t) +iL(t) + ic(t) (4.79)
L[]
Iin(s) = Ir(s) + I(s) + Ic(s) (4.80)
donde las transformadas de las corrientes seran

Ig(s) = v }gs) (4.81)
() = = [Via(s) + Li(0)] (4.82)
Ic(s) = C'[sVin(s) — vc(0)] . (4.83)

Llevando éstas a (4.80), la ecuacién de circuito queda
n(s) = V2 T Vi) + L) + O sVia(s) —ve(0)] (4.84)
Lin(s) = Vin (s) (11% 4 siL + sc> + Z(SO) ~ Cv(0) (4.85)
Fi(5) = Vi) &+ Vinl) =+ " 4 Vi(5)sC — Cocl0). (486)

Como estos sumados son corrientes transformadas, los términos con el factor
Vin(s) son transformadas de corrientes que se obtienen como el producto de
la transformada de la tensién y las inversas de las impedancias de Lapla-
ce de cada elemento. Los términos restantes son fuentes de corrientes que
dependen de los valores iniciales de energia almacenada en inductores y ca-
pacitores. La ecuacién (4.86) puede obtenerse en forma directa del circuito
de la figura 4.6b.

Admitancia de Laplace

Agrupando cargas y fuentes en (4.86) tenemos

i(0)

S

Bins) = 0+ Cuc(0) = Vials) (35 + 57 +35C) = Vals)

=7 (4.87)

1
Z(s)
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es decir que la impedancia total de s en un RLC paralelo es’

Vin(s) _ 1
— 1 ;1 |
§+E+SC

(4.88)

Otra funcién de transferencia muy usual es la definida como la inversa de
la impedancia, es decir como el cociente de la transformada de la corriente
sobre la transformada de la tensiéon. Esta funcion de transferencia recibe el
nombre de admitancia de Laplace, que para este caso serd

Ij (S) 1 1

) =Y =g+ eC (4.89)

Si analizamos cada componente individualmente veremos que las admitan-
cias de Laplace estdn dadas por
Yr(s) =

Yi(s) = Ye(s) = sC. (4.90)

E; 37L;

Como puede verse en (4.89) en un circuito paralelo la admitancia total se
obtiene sumando las admitancias de cada elemento, para este caso

Y (s) = Yr(s) + YiL(s) + Yo(s). (4.91)

Equivalente serie

Sien lugar de representar las condiciones iniciales con fuentes de corriente
queremos representarlas por fuentes de tensién como se hizo en el circuito
equivalente serie podemos reescribir la ecuacién (4.84) de la siguiente forma

Vinls) | 1

Iin(s) = R SL [

Vin(s) + Li(0)] + sC [vm@s) - ”CS(O)] C92)

Ahora las condiciones iniciales se representan con transformadas de tensiones
que se suman o restan a la Vi,(s) para dar la tensién aplicada Vi,(s) y Va(s)
a los elementos sL y % respectivamente. En el circuito de la figura 4.7b se
representa la ecuacién (4.92).

Es decir que en el circuito equivalente paralelo de Laplace cada elemento
almacenador de energia tendra asociado en serie al mismo, una fuente de
tension igual al de cada elemento del circuito equivalente serie (figura 4.5).

4.2.3. Teorema del valor inicial

El teorema del valor inicial permite conocer el valor de inicio de la res-
puesta en el dominio del tiempo, estando atn en el dominio de la variable s.

9Transformada de la tensién sobre transfromada de la corriente con todas las condicio-
nes iniciales nulas.
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Uin(t) ‘/in(s)
Li0) () =
@ Rz Lg O () R L )
$ sC
T
(a) (b)

Figura 4.7: Circuito paralelo RLC (a), y su equivalente de Laplace (b) utilizando
fuentes de tension para representar las condiciones iniciales.

Esto es ttil a la hora de comprobar si la respuesta encontrada cumple con
las condiciones iniciales exigidas por el sistema, sin necesidad de antitrans-
formar para la verificacién.

Para encontrar la definiciéon del teorema partimos de la transformada
de la derivada de una funciéon f(t). Segun la (4.28) la transformada de la
derivada de una funcién f(t) es

c [dﬁ(tt)] _ /0 Oodﬁit)est dt = sF(s) — £(0). (4.93)

Si tomamos limite a ambos miembros para s — oo el primer miembro se
anula

Slg](r)lo OOOdJ:iit)e_St dt = /OOOdJ;Sf) Slggo e *tdt =0, (4.94)
es decir que el segundo miembro es
0 = lim [sF(s) — f(0)] = lim [sF(s)] — (0), (4.95)
de donde
f(0) = lim sF(s). (4.96)

S§—00

Esta igualdad nos dice que el valor que se obtiene de tomar el limite para
s — oo de la transformada de la respuesta multiplicada por s, es el valor
que toma dicha respuesta'’ en t = 0. Esto se conoce como teorema del valor
inicial.

Ejemplo 4.10: Encontrar el valor inicial de la funcion sen(wt) para t — 0
aplicando el teorema del valor inicial.

La transformada del sen(wt) es, segun (4.14)

Llsen(wt)u(t)] = 2 iwz) = G jw;J(s — (4.97)

10Siempre que f(t) sea continua en ¢t = 0.
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tomando limite para s — oo de sF'(s) tenemos
lim sF(s) = lim s——— =0 (4.98)

que se corresponde con el valor que toma la funcién en t = 0.

4.2.4. Teorema del valor final

El valor final que tomara la respuesta en el tiempo cuando se haya ex-
tinguido el régimen transitorio se encuentra implicito en su funcién trans-
formada, y puede determinarse (siempre que exista un valor final) antes de
conocer la funcién respuesta en el dominio del tiempo. Este valor se obtiene
mediante el teorema del valor final, que se muestra a continuacion.

Tomando limite para s — 0 a la transformada de la derivada de una
funcién y operando tenemos

lim /O oodﬁf)e—st dt = lim [sF(s) — f(0)] (4.99)

/0 dfiff) tim ¢ dt = lim [sF(s)] ~ £(0) (4.100)
=1

JO) = J(00) = £467 = lim [sF(s)] — 467 (4.101)

f(oo) = ll_r}l(l) sF(s), (4.102)

es decir que el valor que toma el limite para s — 0 de la respuesta en el
domino de Laplace multiplicada por s, es el valor que tomara en el dominio
del tiempo para t — oo.

La (4.102) se conoce como teorema del valor final. Este teorema es apli-
cable sélo si todas las raices del denominador (o polos) de la funcién F(s)
tienen parte real negativa, menos una que puede ser cero. La causa de esta
restriccién es que si una funcién en el domino de Laplace tiene polos con
parte real positiva (o no negativa) la antitransformada de esta funcién tie-
ne un comportamiento oscilante o inestable en el tiempo, es decir que para
t — oo esta funcién en el tiempo no tiende a un valor finito. El andlisis de

estabilidad de los sistemas es materia de estudio de Teoria de los circuitos
II.

Ejemplo 4.11: Encontrar el valor que toma la funcion sen(wt) para t — oo
aplicando el teorema del valor final a su transformada.

La transformada del sen(wt) es, segtin (4.14)

(2+w?) (54 jw)(s — jw)

Llsen(wt)u(t)] = (4.103)
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pero los dos polos de esta funcién tienen parte real igual a cero

Re{+jw} =0 (4.104)
Re{—jw} =0 (4.105)

entonces si aplicamos el TVF (Teorema del Valor Final) a esta funcién ob-
tendremos un resultado erréneo, en efecto

lim sF(s) = lim s d

lim s s oy = (4.106)

nos dice que sen(woo) = 0, lo cual no es verdadero porque el valor que toma
la funcién senoidal en el infinito estd indefinido (entre 1 y —1)

sen(wt)‘ = indefinido # 0, (4.107)

t—o00

por lo tanto el TVF no es aplicable para esta funcion.

4.3. Transformada inversa de Laplace

La aplicacién de la transformada de Laplace en la resolucién de siste-
mas de ecuaciones diferenciales (o de sistemas cuyas respuestas se expresen
mediante ecuaciones diferenciales) se completa cuando luego de obtenida la
respuesta en el dominio de la variable s se obtiene la respuesta en el dominio
del tiempo. Esto es posible gracias a la propiedad de unicidad que tiene esta
transformacion, la que nos asegura que existe una tnica funcién en el tiempo
cuya transformada coincide con nuestra respuesta en el dominio de s.

La operacién que lleva F'(s) a f(t) se llama antitransformada o transfor-
mada inversa de Laplace y se define como'!

1 i
ft) =L F(s)] = — F(s)e* ds. (4.108)

2jm J—joo
Esta integral es en general de dificil resolucién, por lo tanto la transformada
inversa de una funcién F(s) se encuentra siempre buscando una funcién
f(t) candidata, cuya transformada sea F(s). Para facilitar la busqueda de
esa funcién f(t) se puede descomponer la funcién original F'(s) en una suma
de funciones mas sencillas y luego aplicar la propiedad de linealidad. Es decir

F() = L7 [F(s) (4.109)
Fi) + F2lt) + f5(t) = L7 [Fi(s) + Fas) + Fy(s)] (4.110)

HSjempre que F (s) no tenga singularidades con parte real positiva, si las tiene debe
elegirse un camino de integracion tal que contenga también estas singularidades con parte
real positiva, pero no son casos que se encuentren en los sistemas que aqui se tratan.
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donde F(s) = Fi(s) + Fa(s) + Fs(s) y f(t) = fi(t) + fa(t) + f3(t). Estas
funciones sencillas Fy(s), F(s), F3(s) deben ser ademéas conocidas transfor-
madas de modo tal que puedan asociarse facilmente a sus funciones corres-
pondientes en el tiempo. Un método muy comun para descomponer F(s) es
el desarrollo en fracciones parciales, que presentamos a continuacion.

4.3.1. Desarrollo en fracciones parciales

Una funcién en el dominio de la variable s que satisface

lim F(s) =0 (4.111)

S—00

si se escribe como F'(s) = 587 entonces se puede asegurar que el grado de

P(s) es siempre menor al de Q(s).

El método de expansion en fracciones simples nos permite expandir un
cociente de polinomios como el anterior en una suma de fracciones simples,
cuyos denominadores dependen de las raices del polinomio Q(s), y sus nume-
radores seran todos independientes de la variable s, es decir, constantes. El
método indica como deben formarse cada una de las fracciones simples para
asegurar que sus numeradores sean todos valores constantes, y dependiendo
del tipo de raices de Q(s) seran:

Raices simples

Sea F(s) = ggzg, con Q(s) = (s+ a1)(s+az)---(s+ ay) entonces F(s)

puede escribirse

P(s) Ay Aa A
F(s) — — n I 4.112
&) =06 " Gta) " +a) (5 + an) (4.112)
con Ay, Ag,--- , A, constantes reales o complejas.

Luego, esta funcién F'(s) puede asociarse rapidamente con su f(t), de
forma

f(t) = Are™“u(t) + Age™* u(t) + - -+ + Ane” “"u(t). (4.113)

Para encontrar el valor de las constantes Aq, As,- -, A, se multiplica
ambos miembros de (4.112) por la raiz denominador correspondiente, y se
toma limite para s que tiende a dicha raiz. Por ejemplo para hallar A

) P(s)] - s+ a L
i, [ +ange] = din, [+ erang i
+(s+a1)(sfzm)] = 4. (4.114)
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En general, cualquier constante i-ésima puede ser calculada

; = lim ; —P(S)
A = Sl}_ai [(s + aZ)Q(S)] (4.115)
y la funcién f(t) serd
ft) = zn: Aze™%t(t). (4.116)
i=1

Ejemplo 4.12: Obtener las funciones temporales correspondientes a las res-
puestas del ejemplo 4.9.

La corriente en el dominio de s encontrada en el ejemplo es

183,33
I(s) = ——7—— 4.117
(5) = S5 £ 1566,66)" (4.117)
este cociente de polinomios puede ser representado como
A A
I(s) =2+ ——2 (4.118)

s ' s+ 1566,66

con Ay y Ay dos constantes a determinar. Luego, segtin (4.115) se tiene que

183,33
A =lim | ————| =0,12 4.11
ey L+1566,66] 0.12, (4.119)
y
1
Ay = lim [ 83’33] = 0,12, (4.120)
s——1566,66 S
con lo que nos queda
183,33 0,12 0,12
I(s) = ! = — d i 4.121
() = S5 156666) ~ s 5 1566,66 (4.121)

Las fracciones parciales de la derecha de (4.121) pueden ser asociadas facil-
mente a sus respectivas funciones en el tiempo, obteniéndose

i(t) = 0,12 (1 — e 190086}y p). (4.122)

Para el caso de la tensién Vi,(s) = la solucién es directa

55
541566,66 ’

vy, (t) = 55e1906:668y, (1), (4.123)
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Raices maultiples

Sea F(s) = P con Q(s) = (s + a)™, entonces F(s) puede escribirse

Q)
P(S) Al A2 An
F(s) = = e — 4.124
() Q(s) (s+a) + (s + a)? Tt (s +a) ( )
con Ay, Ay, -+, A, constantes reales o complejas. Luego, la f(t) correspon-

diente se obtiene antitransformando cada una de las fracciones simples y
sumando, de forma

F(t) = Are“u(t) + Aste™u(t) + - + Apt" e u(?). (4.125)

Para encontrar el valor de la constante A,,, se multiplica ambos miembros
por el denominador de F(s) y se toma limite para s — —«
lim P(s) = lim [Al(s +a)" L Ay(s+a)" 24+
S—— S——«

+A,—1(s+a)+ A4,] = A,. (4.126)

Ahora, para hallar A,,_; se toma la derivada respecto a s de P(s) y luego
nuevamente limite para s - —«

kS

lim
S——Q

= lim [(n —DA(s+ )" 24+

S——«

H(n = 2)Ag(s + )" Ay | = Apr (4127)

En general, para encontrar la constante A,_; se toma el limite de la
derivada k-ésima de P(s) para s — —a y se divide por el factorial de k

) 1 4
App = Sgllla lk'dsP(S)‘| , (4.128)

y la funcién f(t) luego serd
F) =" At e u(t). (4.129)
i=1

Raices complejas

Si bien las raices complejas pueden ser calculadas segiin sean simples
o multiples como se vio en los puntos anteriores, es posible simplificar las
operaciones de antitransformacién si se observa lo siguiente: sea Q(s) =
52 +ps+q, con raices complejas conjugadas (—a =+ jw) entonces la expansion
en fracciones simples sera
P(s) A A*

=00 " Gratio " Gra—gw G
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donde A y A* son constantes complejas, con A* el conjugado de A. Segin
(4.116) la f(t) serd entonces una funcién compleja, la que mediante la igual-
dad de Euler podra ser expresada como una funcién real en términos de senos
y cosenos. Por ejemplo si se desea obtener una respuesta real en términos
de un Unico coseno se puede antitransformar y poner A en forma polar
A =|Ale??, con lo que A* = |Ale™79, entonces la f(t) serd

F(t) = |Ale?el It 1| Ale (ot =
= |A|e—Oét (ej("Jt_e) + e_j(Wt_e)) —
= 2|Ale”* cos(wt — ). (4.131)

Si antes de antitransformar operamos con (4.130) de forma que nos que-
den las transformadas de estos senos y cosenos, podemos obtener directa-
mente la f(¢) real. En efecto, haciendo comtn denominador y luego operando
tenemos

A(s+a — jw) + A*(s + a + jw)
(s +a)? +w?
(A+ A% (s+a) —j(A— A" w

= TR : (4.132)

Donde (A + A*) = 2Re{A} y —j(A — A*) = 2Im{A} son ambos valores

reales, entonces

s+« w
F(s) =2Re{A}——— +2Im{A}———— 4.1
(5) Ref }(s+oz)2+w2 +2Im{ }(5+a)2+w2 (4.133)
que corresponden a la transformada de un coseno y un seno multiplicados
por un exponencial e~
f(t) = e " (2Re{A} cos(wt) + 2Im{A} sen(wt)) . (4.134)

Teniendo en cuenta lo anterior, para el caso de raices complejas conju-
gadas la descomposicién en fracciones parciales puede hacerse directamente
como sigue

_ P(s) B s+ w
F(s) = 06) ~ C(s+a)2 2 +D(S+a)2 7 (4.135)

y encontrar las constantes C'y D que satisfagan la igualdad. Luego la anti-
transformada de cada fraccion es directa.

Ejemplo 4.13: Encontrar la respuesta de tension para t > 0 del circuito de
la figura 4.8.
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100 =0 10092

6V 10uF %vc(t) glOOmH

20u(t)V

Figura 4.8: Respuesta subamortiguada.

Recorriendo la malla para t > 0 en sentido horario, y definiendo a las
tensiones en la resistencia y el inductor como caidas, tendremos

20 = —vg(t) +vr(t) +oL(t) =
di(t)
dt ’

= —vc(t) + Ri(t) + L (4.136)

con la corriente i(t) definida positiva en el sentido horario. Luego la relacion
tension corriente sobre el capacitor sera

i(t) = —Cdvgt(t). (4.137)
Transformando y ordenando
‘ 20
RI(s)+ L[sI(s)—i(0)] — Va(s) = ~ (4.138)
(R + sL) I(s) — Vo(s) = ? + Li(0), (4.139)
y
I(s) + C[sVa(s) —vc(0)] =0 (4.140)
I(S) + SCVC(S) = C’Uc(O), (4.141)
o en forma matricial
R+sL —1] | I(s) | _ |2+ Li0)
1 sc] [Vc(s)] = | "Cuel(0) ] (4.142)

Este sistema lineal puede resolverse por los métodos clésicos, por ejemplo
aplicando la regla de Cramer. La transformada Vi (s) puede calcularse ha-
ciendo el cociente entre el determinante sustituto Ay y el determinante prin-
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cipal A de (4.142)

20
Vo(s) = % = (R+SL(RCf2L) (50)( : 1+ o). - (4149
_ RCvc(0) + sLCvc(0) — Li(0) — 2 (4.144)
LC (2 + Bs+ )
_ Zuc(0)s + vc(0)s? — @8 - %7 (4.145)

s<s2+%s+%)

que es la respuesta completa de la tensién del capacitor en el dominio de
s. Notar que ambas condiciones iniciales, correspondientes a los dos ele-
mentos almacenadores de energia, aparecen como parte de la respuesta de
tension. Esto evidencia la interrelacién que existe entre ambos elementos.
Notar también que el denominador de (4.145) estd formado por el polino-
mio caracteristico de la ODE de segundo orden que modela la tensién del
capacitor en el tiempo, y la raiz s = 0 que introduce la fuente de excitacion
constante. Las raices correspondientes al polinomio caracteristico del deno-
minador dardn lugar a la parte natural de la respuesta y la raiz s = 0 a la
parte forzada correspondiente a la excitacién.

El paso siguiente es expandir la (4.145) en fracciones parciales, para lo
cual se debe conocer primero que tipo de raices conforman el denomina-
dor. Las condiciones iniciales para este ejemplo son: vc(0) = 6V, i(0) = 0.
Reemplazando por sus valores numéricos nos queda

6000s + 652 — 20 x 106
— = 4.14
Vo(s) s(s2 +1000s + 1 x 106) (4.146)

6000s + 6s2 — 20 x 106

= 4.147
s(s + 500 — 7866,03)(s + 500 + 7866,03) ( )
que dadas sus raices puede ser expandido a
A B B*
Vi _ 2 4.148
o(s) s * s+ 500 — 7866,03 * s+ 500 + 7866,03 ( )

luego, conociendo las constantes A, B y B* estas fracciones pueden ser
facilmente antitransformadas. Sus correspondientes funciones en el dominio
del tiempo seran funciones complejas, pero la combinacién de ambas a travéz
de la igualdad de Euler permiten encontrar las funciones reales que modelan
el parametro vc(t). Como vimos en la seccién 4.3.1, es posible evitar el paso
por funciones complejas si se plantea la expansién en las siguientes fracciones

A s + 500 866,03
Ve(s)=—+C 5 5 +D 5 5 (4.149)
s (s +500)" + (866,03) (s +500)~ + (866,03)
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donde las constantes C y D seran ambas reales y por lo tanto de cada
fraccion se obtendran funciones reales en el dominio de ¢. Para determinar
A se procede como en el caso de raices simples

6000s + 6s2 — 20 x 10°
A=1i = —20. 4.150
550 " s(s2 + 1000s + 1 x 106) (4.150)

Para encontrar D podemos hacer s = —500, con lo que la fraccién con s+500
en el numerador se anula, entonces

6000 652 — 20 x 106 —20 866,03
et - =D . . (4.151)
s(s%2 4 1000s + 1 x 109) s (s + 500)* + (866,03) -

—500

de donde D = 15. Finalmente se encuentra C = 26 dando a s cualquier valor
(diferente de una raiz del denominador), por ejemplo s = 1, quedando

-20 s+ 500 866,03

Vo(s) = + 26 + 4.152
ols) == (s + 500)% + (866,03)> (s + 500 + (866,03)> (4.152)

y su correspondiente funcién en el dominio de ¢
ve(t) = —20 + €75 (26 cos(866,03t) + 15 sen(866,03t)) . (4.153)

Esta es la respuesta completa de la tensién del capacitor del circuito de
la figura 4.8, para verificar que cumple con las condiciones iniciales debemos
probar que vc(0) = 6V

vo(t)],—g = —20 + 26 = 6, (4.154)
y que, segun la (4.137), su pendiente inicial debe ser nula

dug(t)
dt Ji=o

= —500 - (26) + 15 - (866,03) ~ 0. (4.155)

En la figura 4.9 se muestra el grafico de la tension del capacitor encontrada,
destacando la pendiente nula de la curva en ¢t = 0.

4.3.2. Foérmula de Heaviside

Si la funcién F(s) tiene solamente polos simples, existe una férmula
conocida como formula del desarrollo de Heaviside que permite obtener la
antitransformada f(¢) en forma directa.

Sea F(s) = P(s) v @, las n raices distintas de Q(s), entonces la f(t)

i ~Q(s)
se obtiene haciendo

ft)y =" {g 8] = ; g((__zi))e%t, (4.156)
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ve(t)

6V

-20V

Figura 4.9: Tensién del capacitor del circuito de la figura 4.8.

donde Q' es la derivada de Q respecto de s.
Para probar esta igualdad definamos la funcién @;(s) como

Qi(s) = Q) (4.157)

s+ oy’

es decir que Q(s) se puede expresar como Q(s) = Qi(s)(s+ ), y la (4.115)
se puede escribir utilizando esta nueva funcién como

A; = lim {Pi(s)] = P(_O""). (4.158)

S—r—oy

Si tomamos la derivada de Q(s) respecto de s

Q'(s) = % [Qi(s)(s + ai)] = Qi(s) + (s + i) Q5(s) (4.159)
y hacemos s = —q; obtenemos que
Q'(—ai) = Qi(—a), (4.160)

con lo que la (4.158) nos queda

(4.161)

y llevando esta a (4.116) obtenemos la (4.156).
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4.4. Respuesta al impulso

La funcién delta de Dirac, o funcién delta, o funcién impulso es una
funcién definida como'?

5(t) = {80 i;g /O:Oé(t) dt =1 (4.162)

Si un circuito es excitado por una funcién como esta, se obtendra una
respuesta muy particular que analizaremos a continuacion.

B 1
to to
- |
0 1 to t 0' %o t
| — Ault — to)
_1 L ___
to

Figura 4.10: Funcién pulso.

Empecemos por encontrar la transformada de Laplace de la funciéon im-
pulso. Para esto definimos convenientemente una funcién pulso como la suma
de dos escalones (Au(t) y —Au(t — tg)) desplazados uno de otro, de igual
amplitud pero de signo opuesto, de forma tal que se anulen entre si para
t > to (figura 4.10). Con A = %, la funcién pulso sera

1 1
f(t) = Au(t) — Au(t — to) = t—u(t) — t—u(t —tp) (4.163)
0 0
tal que cualquiera sea el valor de tg el area de esta funcién es igual a 1.
Ahora, si a esta funcién pulso le tomamos limite para tg — 0 obtenemos
la funcién impulso, es decir

lim (;u(t) - tlou(t _ t0)> —50). (4.164)

Transformando ambos miembros de (4.164)

c {nm ( L) = Lo - tg))] — L[5, (4.165)

to to

128 bien esta funcién no es realizable fisicamente, ya que su amplitud debe ser infinita
y su duracion en el tiempo debe ser cero, es de gran utilidad en el andlisis de circuitos,
como se verda mas adelante.
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sacando el limite afuera de la transformada nos queda

£16(t)] = lim ~ {£ [u(®)] — £ [ult — to)]} =

to—0 t(]

= lim ——. (4.166)
to—0 sto

Para resolver este limite se puede aplicar la regla de L’hospital, esto es deri-
var numerador y denominador respecto de la variable que se esta tomando
limite

8(1—6_“0) st
Y dto 4. S€ _ 5 _
LI6(t)] = tlolin() 7859?0) = tIOIEIO P 1, (4.167)
0

es decir, la transformada del delta de Dirac es la unidad en el dominio de la
variable s.

Recordando que se definié la funcién de transferencia como el cociente de
la transformada de la salida sobre la transformada de la entrada con todas
las condiciones iniciales iguales a cero

Vout(s)
H(s)= ——= 4.1
(5) = T (4.168)
si aplicamos a la entrada un delta de Dirac tendremos
vin(t) = 0(t) = Vin(s) = 1, (4.169)
entonces
%ut(s)
H(s) = = Vout(s), 4.170

es decir que si a un sistema lo excitamos con un delta de Dirac, la transfor-
mada de la respuesta serd su funcién de transferencia.

A esta particular respuesta del sistema ante una excitacién delta de Dirac
se la conoce como respuesta al impulso, que no es mas que la antitransfor-
mada de su funcién de transferencia

respuesta al impulso = h(t) = L7 [H(s)]. (4.171)

Si se conoce la respuesta al impulso h(t) de un sistema se conoce entonces
su funcién de transferencia, y por ende se puede calcular la transformada de
la salida Vout(s) para cualquier Vi, (s)

Vout(s) = Vin(s) H(s). (4.172)

Esto sin embargo no es tan sencillo como parece, debido a la imposibilidad
fisica de obtener un delta de Dirac. En algunas aplicaciones se utiliza una
aproximacion al delta de Dirac, lograndose en la practica resultados muy
aproximados a los tedricos.
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4.5. Teorema de convolucion

En el campo de la ingenieria de control, un sistema se representa normal-
mente como un bloque con su funcién de transferencia, tal como se muestra
en la figura 4.11.

Vin(s) Vout(s)

— H(s) ——

Figura 4.11: Bloque de sistema con funcién de transferencia H(s).

Con esta representacién la salida de un bloque (Vout(s)) se obtiene mul-
tiplicando la entrada (Viy(s)) por su funcién de transferencia (H(s)), tal
que

Vout(s) = H(S)‘/l (3> (4173)

En el dominio del tiempo la salida serd la antitransformada de este pro-
ducto

Vout(t) = L7 [Vour(s)] = L7V [H(s) Vin(s)] . (4.174)

Es decir, la transformada inversa del producto de la entrada por la funcién
de transferencia nos da directamente la salida en el dominio del tiempo.
Como sabemos estas funciones transformadas son

vin(t) = L7 [Vin(s)] (4.175)
h(t) = L7V [H(s)]. (4.176)

La pregunta que cabe realizarse es si conociendo h(t) se podra conocer vyt (t)
para cualquier vy, (t) sin necesidad de transformar al dominio de s. Es decir
si existe una relacion directa entre la salida, entrada y respuesta al impulso,
todo en el dominio del tiempo.

Partiendo de la integral de transformacién'® de H(s)

oo
H(s) = / h(r)e= dr, (4.177)
0
multipliquemos ambos miembros por Vi, (s). Como la integral es a lo largo
de 7, se puede introducir esta funcién dentro del integrando sin modificar la

operacion

Vin(s) H(s) = /O T h(r)e T Vin(s) dr (4.178)

13Se usa la variable T para més adelante poder usar ¢ en otra integral.
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El producto e™*"Vj,(s) del integrando es la transformada de la funcién des-
plazada v, (t — 7) (4.18), es decir

Llom(t —7)] = e Vi = / o (t — 7Yt dt. (4.179)

Si introducimos esta nueva integral a lo largo de t dentro de (4.178) nos
queda

o0 o0
Via(s)H (s) = / h(r) [ / vn(t — T)e dt} dr —
0
o0 o0 T
= / / h(T)vin(t — 7)e st dt dr. (4.180)
0 T
Se puede invertir el orden de integracion de esta integral doble, teniendo
cuidado de adecuar los limites de integraciéon para integrar sobre el mismo

dominio. Integrar a lo largo de ¢ entre 7 e 0o y luego a lo largo de 7 entre 0
e 00, es equivalente a integrar a lo largo de 7 entre 0 y ¢ y luego a lo largo

de t entre 0 e co
//h Juin(t — T)e “Stdrdt =

_/ st [/h You(t — 7)dr| dt. (4.181)

Finalmente, vemos que la integral dentro de los corchetes es una funcion
dependiente solo de t (ya que la variable T desaparece al ser valuada en 0 y ¢
después de integrar). Entonces esta ecuacién es la transformada de Laplace
de la funcién de t entre corchetes

Vin(s)H(s) = £ [ /0 (Yot — 1) dr| (4.182)

de donde, por propiedad de unicidad, se tiene que la integral entre corchetes
es igual a la antitransformada del producto Viy(s)H (s)

LY [Vin(s)H(s)] = /0 (Pt — ) dr. (4.183)

Como vimos en (4.168) el producto de la entrada en s por la funcién de
transferencia nos da la salida en s

L1 [Vout(s)] = L1 [Vin(s)H (s)] = vout(t) (4.184)

reemplazando en (4.183) nos queda

vout(t) = /0 (ot — ) dr- (4.185)
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Esta integral es la operacion que relaciona salida y entrada en el tiempo
mediante la respuesta al impulso. Se llama integral de convolucion, para
representarla se utiliza el simbolo *

Uout(t) = h<t) * Uin(t)- (4186)

Es decir, se puede obtener la respuesta en el tiempo de un sistema para una
determinada excitacion calculando la integral de convolucion de su respuesta
al impulso h(t) con la excitacién deseada.

Matematicamente, convolucionar dos funciones en el tiempo equivale a
multiplicar sus transformadas en el dominio de Laplace. Y, viceversa, mul-
tiplicar dos funciones en el tiempo es equivalente a convolucionar sus trans-
formadas en el dominio de Laplace.

La convolucién es una operaciéon conmutativa (4.187), asociativa (4.188)
y distributiva (4.189) , propiedades que se deducen con facilidad de su defi-
nicién.

f@t) = g(t) = g(t) = f(1), (4.187)
F(@)* (g(t) « h(t)) = (f(£) * g(£)) = h(t), (4.188)
F@) % (9(t) + h(t)) = (f(8) * g(t)) + (f () * h(t)) .- (4.189)

Ejemplo 4.14: Encontrar la salida de corriente de un sistema con respuesta
al impulso

h(t) = 227290y (¢) (4.190)

para las entradas v1(t) = 12u(t)V y va(t) = 12e 7200 (+)V.

Para encontrar las salidas correspondientes a cada entrada debemos con-
volucionar cada una de ellas con la respuesta al impulso del sistema.
Con vy (t) = 12u(t)V sera

() = /O ‘h(t — ryor(8) dr = /0 996~ 2000-7)y (¢ _ 1)12u(r) dr

t
= 2646_2000t/ 20007y (t — 7)u(T) dr, (4.191)
0

entre los limites de integracién 0 y ¢t ambos escalones (u(t —7) y u(7)) valen
1, entonces la integral queda

20007 4

i1(t) = 264¢ 2000 / 20007 47— 964020001
0

0 2000
264 264
_ 0% 2000t o

=— — 4.192
2000 2000 (4.192)
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Con wva(t) = 1272090 (¢)V la respuesta sera

t
io(t) = / 22672000(2&77—)’[1,(75 — 7')12672000771(7') dr =
0

t t
= 2646_2000t/ dr = 2646_2000t7’
0

= 264te 2000 A

0

131

(4.193)
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Ejercitacion



Capitulo 5

Método fasorial

5.1. Calculo fasorial

El célculo fasorial es un método que permite obtener de una forma sen-
cilla la respuesta de régimen permanente de un circuito lineal excitado con
sefiales sinusoidales. Es decir, resuelve en forma directa la respuesta forzada
de la ODE de equilibrio del circuito cuando la fuente forzante es de tipo
sinusoidal. El método se basa en la representacion de la sefial eléctrica me-
diante un vector complejo o fasor, lo cual permite transformar la ecuacion
diferencial de equilibrio en una ecuacién algebraica.

5.1.1. Fundamentaciéon
Supéngase un circuito excitado con una fuente senoidal de la forma
v(t) = Vi sen(wt + 6y) (5.1)
esta fuente, segiin la igualdad de Euler, también puede escribirse como
v(t) = Im [Viye? 0] (5.2)

si se trata de una fuente cosenoidal se puede escribir tomando la parte real
de la exponencial anterior

v(t) = Vin cos(wt + 6y) = Re [Vmej(“’tw")] (5.3)
Es decir que si se alimenta al sistema con una fuente exponencial de forma
v(t) = Vine? @) = Vi cos(wt + 0y) + Vi sen(wt + 6,) (5.4)

se estara alimentando con dos fuentes sinusoidales, una real y otra imagi-
naria, las que por teorema de superposicion generaran dos respuestas inde-
pendientes, una real debida a Vp, cos(wt + 6y) y la otra imaginaria debida a

133



134 CAPITULO 5. METODO FASORIAL

JVmsen(wt + 6y). Luego, la respuesta de interés sera la parte imaginaria o
la parte real de la respuesta encontrada, segin sea la fuente de alimentacion
que excite al circuito de tipo senoidal o cosenoidal respectivamente.

Utilizar una fuente exponencial como (5.4) para excitar un circuito pre-
senta ciertas ventajas de calculo que facilitan la obtencién de la respuesta
forzada, ya que no se necesita resolver la ODE de equilibrio del sistema.
A continuacién veremos algunas definiciones utilizadas frecuentemente para
describir este tipo de senales.

5.1.2. Fasor y fasor armonico

En ingenieria, se llama fasor armoénico a la representacién compleja de
una senal sinusoidal (como (5.4)). Este fasor armonico es el producto del
médulo de la sefial (Vp,) por un vector fijo (e/%v) y un vector rotante que
gira a w radianes por segundo (e/“!). El vector fijo junto con el médulo se
lo llama simplemente fasor.

Tomando como ejemplo (5.4) tenemos

Vine? @) = v eIt (5.5)

— — ~—~
fasor armonico  fasor

con
Vi = Vined?. (5.6)

El fasor formado por la amplitud V,, y la fase inicial 8, de la senal, representa
el fasor arménico en ¢t = 0'.

En la figura 5.1 se puede ver graficamente un fasor armonico, donde
un incremento de tiempo positivo se representa por convencién como una
rotacién antihoraria del vector. Para ¢t = 0 el fasor arménico vale V,,.

5.1.3. Fasor eficaz

Para simplificar la notacién, el fasor habitualmente se escribe en notacion
polar?

Vi = Vin /By (5.7)

Debido a que en las aplicaciones eléctricas se utilizan normalmente los
valores eficaces de tensiones y corrientes, se prefiere la utilizacion del valor
eficaz de la senal sinusoidal en la representacién fasorial, es decir se define
un nuevo fasor dado por

V= ‘;”21@ — Vit /0y (5.8)

'En este caso las sefiales (5.1) o (5.3), seglin se tome, respectivamente, la parte imagi-
naria o real del fasor armoénico.
2 Aunque para operaciones de suma o resta se prefiere la notacién rectangular
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Im

wt )
Oy

wt' + 0, \ O

N

ej (wt'+6y)

Figura 5.1: Fasor arménicoen t =0y t =t/

o bien
2
)
V2
que representa la misma senal que el fasor (5.7) pero utiliza su valor eficaz en
lugar de su valor maximo V. En adelante se utiliza esta convencién para la
representacién fasorial, que se la suele llamar fasor eficaz. Luego, suponiendo
que v(t) es una funcién cosenoidal, la funcién temporal en términos del fasor
eficaz sera

V= (5.9)

v(t) = Vp, cos(wt + 6,) = Re [\@\_/'ej“’t} . (5.10)

5.1.4. Transformada fasor

Segun lo visto anteriormente, una sefial sinusoidal puede representarse
por un fasor cuyo moédulo es el valor eficaz de la sefal y cuyo argumento es
el argumento de la sefial en ¢t = 0, la sefial

y(t) = Acos(wt £ 1) (5.11)
tiene asociado el fasor
v-A4 /+ (5.12)
=7 n. .

Podemos poner esta asociacion en términos de una transformada de for-
ma que

PlAcos(wt +1)] =Y, (5.13)

la transformaciéon (5.13) se conoce con el nombre de transformada fasor.
Esta transformada mapea una funcién sinusoidal (dominio del tiempo) en un
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vector complejo (que se dice estd en el dominio de la frecuencia compleja jw).
Notar que tanto una senal senoidal como una cosenoidal tiene el mismo fasor
asociado, por lo que la transformada fasor no es tinica y para poder recuperar
adecuadamente la senal temporal asociada a un fasor debe conocerse la
excitacién.

Derivada de un fasor

Consideremos la funcién cosenoidal anterior y(¢) en términos de su fasor
y(t) = Re[v/2Y €' = Re[Aed@HM)] (5.14)
derivando respecto a t tenemos

dy(t , _

g(/ii ) = Re[ije](wH")] = Re[jwV2YeM!, (5.15)
es decir que la funcion derivada tiene asociado el mismo fasor que la funcién
primitiva multiplicado por jw. ~

En términos de la transformada fasor tenemos que si Ply(t)] =Y, en-
tonces

P [di(tt)} = ij. (5.16)

Esta propiedad de la transformada fasor hace que una ODE en el dominio
del tiempo se transforme en una ecuacién algebraica en el dominio de jw.

El fasor asociado a la funcién integral se obtiene de forma similar como
se vera mas adelante.

5.2. Relacion tension-corriente fasorial

Para poder utilizar esta nueva representaciéon compleja de las sefiales
de excitacién en la resolucién de circuitos lineales debemos determinar la
relacion tensién-corriente fasorial para cada elemento de circuito.

5.2.1. Resistor

La relacion tension-corriente en un elemento resistivo puro, segin Ley
de Ohm es

i(t) = - (5.17)

Si la excitacién v(t) es una sefal cosenoidal, segin lo visto en el parrafo
anterior, esta sefial puede ser representada mediante un fasor armonico

v(t) = Re [V/2e7!] (5.18)
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luego

it) = R R

que también es un fasor armoénico, ya que al dividir un complejo por el
escalar R se obtendrd otro complejo con su médulo escalado. Este nuevo
fasor arménico que representa a la corriente i(t) se puede escribir

Re [\_/\f;]wt] = Re F\@@M} . (5.20)

Si ahora consideramos una excitacién senoidal, las ecuaciones anteriores
seran idénticas sélo que se debera tomar la parte imaginaria de cada fasor
armonico. En general podemos decir que en un resistor la relacién fasorial
tensién-corriente sera

V 9wt _ )
VV2 3 et (5.21)
R
de donde
- Vo Vg
I=—=— = I¢/0; .22
R T ) (5:22)
y el fasor corriente tiene el médulo del fasor tension dividido R, I = ‘;gf, y

ambos estan en fase, 0; = 6,,.
De (5.22) vemos que la relacion tension-corriente fasorial en un resistor
es

— R, (5.23)

en la figura 5.2a se muestra esquematicamente la relacién tensién-corriente
fasorial en un resistor.

Como corolario, a partir de las ecuaciones anteriores podemos definir
una nueva propiedad de la transformada fasor, si se multiplica una funcién
sinusoidal por un escalar, el fasor asociado también se multiplica por el
mismo escalar

P[Ri(t)] = RL (5.24)

5.2.2. Inductor

Para el caso de una carga inductiva pura de valor L

i(t) = % / o(t) dt (5.25)
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(b)

Figura 5.2: Relacién tensién-corriente fasorial en (a) una resistencia y (b) un
inductor.

si la excitacién es un fasor armoénico entonces la corriente serd

1 — . A4 )
= — [ VV2eI¥' dt = ——/2e" 2
L/ V2e ij\fe (5.26)

esto es un cociente entre dos complejos, donde el denominador es un imagi-

. . AV
nario puro. Operando sobre el cociente oL

) . Vet +(0 _x .
1) = 2 jwt et (6. ):| 2 jwt 9
i(t) = ol et = [wLe 2| V2e (5.27)

vemos que la expresién entre corchetes corresponde a otro fasor, es decir

i(t) = Tv/2e“ (5.28)

donde

I= { = It /0; (5.29)

con Iof = Vf £y 0; = 0,—7. Notar que al tratarse de un inductor ideal aparece
un atraso de fase de § de la corriente respecto de la tensién aplicada.

De (5.27) y (0.28) vemos que la relacién tension-corriente fasorial en un
inductor seréa

| <l

= jwl, (5.30)

en la figura 5.2b se muestra esquematicamente esta relaciéon tensién-corriente
fasorial.

Observando la relaciéon tensién-corriente del elemento en el dominio del
tiempo (5.25) y en el dominio de la frecuencia compleja (5.30) podemos
establecer la regla de integracion de la transformada fasor. La transformada
fasor de la integral de una funcién sinusoidal se obtiene dividiendo por jw
al fasor de la funcién

P [/ (t )dt] v, (5.31)

W

.
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5.2.3. Capacitor

Finalmente, si se trata de una carga capacitiva pura de valor C' tendremos

. du(t)
t) = .32
i(t)y=C & (5.32)
i(t) = jwCVV2e/t = Tv/2e/4! (5.33)
de donde el fasor corriente serd
I=jwCV = I/0; (5.34)

con lef = wCVe y 0; = 0, + 5. Notar en este caso el adelanto de fase de
5 de la corriente respecto de la tension aplicada, tal como se espera de un
capacitor ideal.
De (5.33) se obtiene la relacion tensién-corriente fasorial en un capacitor
yv_t __;L (5.35)
I jwC wC

Ejemplo 5.1: Un inductor de valor L = 20H es atravesado por una corriente
in(t) = 8cos(10t)A, determinar la tension a sus bornes.

La caida de tension que aparece a los bornes de un inductor en el dominio
del tiempo es

dir, (¢)

t)=1L 5.36
vr(t) g (5.36)
luego, aplicando la transformada fasor a ambos miembros tenemos
diy, (¢
Plon(t)] = P [L “(if )} (5.37)
Vi, = L(jwly) (5.38)

con lo cudl conociendo el fasor Ij, podemos calcular el fasor Vi,. El fasor I,
asociado a la funcién i, (t) es

T, = Li/0; = \%@ (5.39)

entonces
— 8
Vi, =201(710— 00) 5.40
L=20(j vors (5.40)
1600
= ——/90° (5.41)

V2

que es el fasor tensién a bornes del inductor. Sabiendo que la sefal de co-
rriente es cosenoidal, se puede obtener la sefial de tension asociada a este
fasor, es decir

v, (t) = 1600 cos(10t + 90°) V. (5.42)
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5.3. Resolucion de circuitos usando fasores

La aplicacion del método fasorial a la resolucion de circuitos consiste en
transformar primero la ecuaciéon de equilibrio del circuito al dominio de la
frecuencia aplicando la transformada fasor, luego operar en el dominio de jw
para determinar el fasor respuesta y por ultimo convertir el fasor respuesta
en su correspondiente sefial temporal. Veamos su aplicaciéon utilizando el
siguiente ejemplo. La ecuacién de equilibrio del circuito de la figura 5.3 es

2Q

v(t) = 10 cos(3t) z(t)\ 1 1H

Figura 5.3: RL excitado con fuente de tensién senoidal.

di(t)
at

() = vy (t) + vL(t) = Ri(t) + L (5.43)

aplicando la transformada fasor a cada término se obtiene la ecuacién de
equilibrio en el dominio de la frecuencia

V = Vg + Vi = RI + jwll (5.44)

Como se ve, la ecuacién diferencial se convierte en una ecuaciéon algebraica

en términos de los fasores de excitaciéon y respuesta, llamada ecuacion de

equilibrio fasorial. De esta ecuacién podemos despejar el fasor respuesta I
A%

I= ——.
(R+ jwlL)

(5.45)

El cociente de (5.45) puede resolverse facilmente escribiendo numerador y

denominador en notacién polar. Llamando Z = \/R? + (wL)? al médulo del

denominador y ¢ = arctan (%) a su argumento nos queda

7 Vei/0n .
=2 = Laf (5.46)

de donde el médulo del fasor corriente serd
Vet

VR? + (wL)?

Iy = (5.47)

y su argumento

L
0; = 0, — arctan (2) =60, — . (5.48)
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Noétese que el argumento del fasor corriente #; se forma restando al ar-
gumento del fasor tensién el angulo ¢, que es el argumento del nitimero
complejo del denominador de (5.46). Este complejo depende de los elemen-
tos que conforman el circuito y su argumento ¢ puede tomar valores entre
-5 < p< %3 Si ¢ > 0 se dice que la corriente atrasa a la tension, y si
p < 0 se dice que la corriente adelanta a la tension. Si ¢ = 0 la corriente y
la tensién estan en fase, este efecto se conoce con el nombre de resonancia
y es motivo de estudio del capitulo 8.

5.3.1. Circuito equivalente fasorial

Observando la ecuacién de equilibrio fasorial (5.44) vemos que la suma
de los fasores que representan la tensién de cada elemento es igual al fasor
de tensién aplicado, y que cada fasor tensién puede ser puesto en términos
del fasor corriente segiin la relacién tensiéon-corriente correspondiente a cada
elemento, vista en la seccién 5.2. Esta ecuacién de equilibrio fasorial puede
obtenerse en forma directa si aplicamos la ley de Kirchhoff de las tensiones
a un circuito equivalente cuya excitacion sea un fasor y cuyos elementos
presenten fasores a sus bornes como caidas de tension, con lo cual tendremos

V- Vg -V =0. (5.49)

Atn mas, si consideramos una corriente fasorial que circule por este cir-
cuito equivalente, de acuerdo a las relaciones de tensién-corriente deducidas
para cada elemento, ésta debera “atravesar” a un resistor equivalente de
valor R para provocar una caida de tensién fasorial dada por

Vg = RI (5.50)

y deberd también atravesar a un inductor equivalente de valor jwlL en sus
bornes la tensién fasorial

Vi, = jwll, (5.51)

reemplazando estas tensiones fasoriales en (5.49) y despejando el fasor V se
obtiene el miembro de la derecha de (5.44).

En la figura 5.4 se muestra la representacién del circuito de la figura 5.3
en el dominio fasorial, este circuito se llama circuito equivalente fasorial, y
permite obtener en forma directa la ecuacion de equilibrio fasorial dada por
(5.44).

Siguiendo con el ejemplo, el fasor de tensién del circuito de la figura 5.3

es
— 10
V=—/0° 5.52
7 (552

3Ya que su parte real viene dada por el valor R del resistor que es siempre mayor a
cero.
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2

V)
[—

Figura 5.4: Circuito equivalente fasorial.

el médulo Z y la fase ¢ del denominador (5.46) valen

Z = /22 1 3% = 3,6056 (5.53)
¢ = arctan (g) = 0,98279rad = 56,31° (5.54)

entonces el fasor corriente seré

- 10
I=————/-56,31° = 1,9611/—56,31° 5.55
3,6056\/5; /75631 (5.55)

Finalmente a partir del fasor I se obtiene la respuesta de corriente en el
tiempo

i(t) = Re[Iv2e7%') = cos(wt — 56,31°)A, (5.56)

0
3,6056

donde puede verse que la corriente atrasa a la tensién aplicada, ya que se
trata de un circuito resistivo-inductivo. Notar en (5.56) que se utiliza la
parte real del resultado fasorial para obtener la respuesta en el dominio del
tiempo, esto se debe a que la excitacién es una fuente cosenoidal.

5.4. Impedancia y admitancia compleja

La relacién fasorial entre tension y corriente es un ntmero complejo,
puesto que V e I son complejos,

= Z. (5.57)

| <l

La ecuacién (5.57) se conoce con el nombre de Ley de Ohm Fasorial y el
cociente se denomina impedancia compleja o simplemente impedancia, la
unidad de medida es el ohm [§2] y se la representa con la letra Z.

La relacién tensién-corriente en un elemento resistivo puro es un ntimero
real e igual al valor resistivo R, como se vio en (5.23). Este cociente es la
impedancia de un resistor, que usualmente se la llama también resistencia
por tratarse del mismo valor numérico que en el dominio del tiempo. Si el
cociente de dos complejos, o dos fasores, es un ntimero real, significa que los
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fasores estan en fase (6; = 6,), tal como se espera que ocurra en los fasores
de tensién y corriente en un resistor.

En el caso de un inductor la impedancia serd un nimero imaginario
puro jwL (5.30). Este cociente siempre positivo (ya que ni w ni L pueden
ser negativos) se denota como jX7,. Si el cociente entre el fasor tensién y el
fasor corriente da un nimero imaginario mayor a 0, significa que entre ellos
hay un desfasaje de 7, es decir que la corriente atrasa 90° a la tensién en el
inductor (6; = 6, — 7).

Para un capacitor serd también un imaginario puro pero menor a 0,
—j % (5.35). A esta impedancia se la representa con —jXc. El desfasaje
entre el fasor tension y el fasor corriente es de —3 lo que significa que la
corriente adelanta a la tensién en 90° (6; =6, + 7).

En un circuito con varios elementos combinados, la impedancia sera en
general un niimero complejo

¥:Z:Rin:\/R2+X2 iarctan(%). (5.58)

A la parte real de la impedancia se la llama parte resistiva y a la parte
imaginaria parte reactiva. La parte imaginaria puede ser positiva o negativa,
si es mayor a 0 se llama reactancia inductiva y se dice que la impedancia es
de cardcter inductivo (o simplemente impedancia inductiva), si es menor a
0 se llama reactancia capacitiva y se dice que la impedancia es de cardcter
capacitivo (o impedancia capacitiva). Graficamente se la representa en un
diagrama de impedancias sobre un plano complejo, en el cual se marcan las
componentes resistivas y reactivas. En la figura 5.5 se representan un par de
ejemplos de diagrama de impedancias.

Im

Impedancia inductiva Impedancia capacitiva

Figura 5.5: Diagrama de impedancias.

Volviendo sobre la definicién de impedancia, si V = V /0, e I=1 /0,

entonces

.
Z= [0, —0=2Zs (5.59)

y dado que el argumento de la impedancia ¢ estd dado por la relacién entre
la parte real e imaginaria de Z, (5.58), el desfasaje entre el fasor tensién y el
fasor corriente (6, —6; = ¢) viene dado por la relacién entre la parte reactiva
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y la parte resistiva de la impedancia del circuito. Este angulo esta definido
entre —5 < ¢ < 7, segun el circuito sea capacitivo puro o inductivo puro
en los extremos, pasando por resistivo puro cuando ¢ = 0.

La inversa de la impedancia se define como admitancia compleja. Se la

representa como Y y se mide en Siemens [S] o Mhos [U]

1 1

Las partes real e imaginaria de este complejo se las designa con las letras G
y B respectivamente, donde G se llama conductancia y B susceptancia

Y =G+ jB. (5.61)

La susceptancia, al igual que la reactancia, puede ser positiva o negativa. Si
es positiva se trata de una susceptancia capacitiva, y si es negativa se trata
de una susceptancia inductiva.

En términos de tensién y corriente fasorial, por ser la inversa de la im-
pedancia, la admitancia se define como el cociente fasorial entre la corriente
y tension, de donde

I=VY. (5.62)

Para el caso de sistemas alimentados con fasores de tensién constante® la
admitancia es directamente proporcional a la corriente fasorial. Por lo tanto
conociendo la admitancia de un circuito, o la variacion de la admitancia
de un circuito cuando en este varia algin parametro, como por ejemplo
la frecuencia w, se conoce también la variacién de la corriente. Esto serd
utilizado méas adelante para andlisis de variacién de corriente en circuitos
alimentados con un fasor de tensién constante.

5.4.1. Conversion impedancia-admitancia

Dada la relacién que existe entre impedancia y admitancia, pasar de una
a otra consiste simplemente en hacer la inversa del médulo y tomar el argu-
mento opuesto (5.60). La misma conversién realizada en forma rectangular
permite expresar una impedancia en términos de conductancia y susceptan-
cia y una admitancia en términos de resistencia y reactancia Por ejemplo,
sea Z = R+ j X, entonces
1 1 R—jX

Y= ®+X) " RrjX)R—jX (563)

R—jX:< R )_j.( X ) (5.64)

“R1x?2 \R2yx? R2 + X2
Y =G+ 4B (5.65)

4Es decir, sistemas alimentados con fuentes no variables de tensién, como es el caso de
la distribucién eléctrica domiciliaria.
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donde

G- (R2 fX2> (5.66)

B—— (RQj—()(?) . (5.67)

5.4.2. Asociacion de impedancias

Al aplicar la transformada fasor a la ODE de equilibrio de cualquier cir-
cuito, ésta se transforma en una ecuacion algebraica, al igual que las ecua-
ciones de equilibrio que resultan de un circuito resistivo puro en el dominio
del tiempo. Por lo tanto la asociacién de impedancias en serie o en paralelo
sigue las reglas de asociacién de resistencias en el dominio del tiempo.

Por ejemplo en el circuito RL serie resuelto antes, si dividimos (5.44)
por el fasor corriente I obtenemos

V Vg V
Z=~-=-24-"L=R+juwl (5.68)

1 I 1
donde se ve que la impedancia total equivalente, definida como el cocien-
te entre el fasor tensién aplicada y el fasor corriente total del circuito, se
puede formar sumando las dos impedancias que conforman el circuito serie,

quedando
Z=R+ jwL. (5.69)

Una impedancia genérica como la anterior se la representa en un circuito
esquematico con un rectangulo, como se muestra en la figura 5.6b. Segtn su
definicién, la impedancia total equivalente es tal que si se reemplaza con ella
todo el circuito, el fasor corriente total no cambia. Siguiendo con el ejemplo,
el valor de esta serd Z = 2453. En la figura 5.6 se muestra esquematicamente
esta equivalencia.

I =

(a) (b)

Figura 5.6: Impedancia total equivalente, (a) circuito RL original y (b) circuito
con la impedancia equivalente Z = R + jwL.

Ejemplo 5.2: Determinar la impedancia total equivalente a bornes de la fuen-
te de excitacion del circuito de la figura 5.7, luego encontrar el fasor corriente
total.
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10Q  §40Q

P

I —j250=

400/20°V 1002

Figura 5.7: Impedancia total equivalente.

Para determinar la impedancia equivalente total a bornes de la fuente se
deben asociar las impedancias de cada rama en paralelo para luego sumarlas
a todas en serie. La impedancia Z, de las ramas en paralelo es

1
Z,=+—— =588-723,53 =24,25/-75,96°Q (5.70)
100 " —525
luego la impedancia total Z
Zr =10+ j40 + (5,88 — 523,52) = 15,88 + j16,471). (5.71)

La corriente total viene dada por

vV 400/200
Zr 15,88 + 716,47
= 15,7 — j7,67 = 17,48/—26,04°A. (5.73)

I

(5.72)

5.4.3. Diagrama fasorial

Se llama diagrama fasorial a la representacion de los fasores de tension
y/o corrientes de un circuito en un plano complejo. Un diagrama fasorial
puede ser de tensiones, de corrientes o de tensiones y corrientes (utilizando
diferentes escalas). Este tltimo suele ser el mas usado, ya que permite visua-
lizar facilmente la relacién de fase entre tensién y corriente de un circuito,
rama o elemento.

Se dice que un diagrama fasorial de tensiones y corrientes es completo
cuando se representan en el los fasores de tensién y corriente de todos los
elementos que conforman el circuito. Asi por ejemplo en el circuito de la
figura 5.3 los fasores de tensién de cada elemento son V, Vi y V1, mientras
que por ser un circuito serie todos los elementos comparten un tnico fasor
de corriente 1.

Para poder construir el diagrama fasorial completo del ejemplo es nece-
sario calcular los fasores de tensiéon Vg y Vi, esto es

Vi = RI = 3,92/-56,31°V (5.74)
VL = jwLI = (j3)1,96/-56,31° = 5,88 /33,69°V. (5.75)
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Luego se toma un punto de referencia en el circuito que se hace coincidir con
el origen del plano complejo, generalmente se toma el borne negativo de la
fuente de excitacién. A partir del origen del plano complejo se grafica el fasor
correspondiente a la fuente por un lado, y la suma (en forma de vectores
concatenados) de los fasores que representan las caidas de cada elemento
por otro, como se muestra en la figura 5.8. Esta representacion permite
comprobar facilmente que la suma de fasores caidas a lo largo de la malla
considerada es igual al fasor tension aplicada. Luego, en el mismo plano
complejo se grafica el fasor corriente, si bien su mddulo esta representado
en una escala diferente, su fase puede ser contrastada en forma directa con
el resto de los fasores de tensién.

En la figura 5.8 se grafica el diagrama fasorial completo de este ejemplo.
Como puede verse, la corriente resultante esta atrasada respecto de la tensién
aplicada, debido al caracter inductivo de la carga. Ademas la suma del fasor
tensién en el inductor (que estd adelantado 90° respecto del fasor corriente)
maés el fasor tensién en la resistencia (que esta en fase con el fasor corriente)
es igual al fasor tension aplicada.

Im _
Vi
—56,31°
33,69° Vi
—56,31° v Re
I

Figura 5.8: Diagrama fasorial de tensiones y corriente del circuito de la figura
5.3. Los fasores caidas se dibujan concatenados (Vi, + V) para evidenciar que su
sumatoria es igual al fasor excitacién.

Ejemplo 5.3: Construir el diagrama fasorial de tensiones y corrientes co-
rrespondiente al circuito del ejemplo 5.2.

Para construir el diagrama fasorial correspondiente a las tensiones debe-
mos determinar los fasores tensién de cada elemento. Eligiendo las referen-

1092 j40Q  V,
PAAAL L] S
Vio Va0 l l
400/20°V (D) /1 —j25Q7r v < 1009
Ic Ir

Figura 5.9: Diagrama fasorial de tensiones y corrientes.
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cias como se muestra en la figura 5.9, y considerando a las ramas en paralelo
como una impedancia de valor Z; tenemos

Vip=10-I=10-(17,48/-26,04°) = 174,8/—26,04° (5.76)

Va0 = 540 - (17,48/—26,04°) = 699,28 /63,96° (5.77)
V= 24,25/-75,96° - 17,48 /—26,04° = 424/—102,01°. (5.78)

Luego, los fasores corrientes por cada rama seran

1
T, — Yp _ 424/-102,01°
—j525 25/-90°

En la figura 5.10 se muestra el diagrama fasorial completo. Notar que,
tanto la suma de fasores tensiéon como la de fasores corriente, es igual a
cero, lo que se corresponde con la ley de Kirchhoff de las tensiones y la ley de
Kirchhoff de las corrientes en el dominio del tiempo. En el diagrama también
puede observarse que el fasor corriente Ig (corriente por la rama resistiva
pura) se encuentra en fase con el fasor tension \_fp, mientras que el fasor
I¢ (corriente por la rama capacitiva pura) se encuentra a 90° en adelanto
respecto del mismo fasor tension. Por ultimo, notar que la diferencia de fase

_ \% 424/-102,01°
I :—p:—’=424(—12 1° 5.79
R 1_0 00 ) 0 70 ( )

= 16,96/—12°. (5.80)

Im Vj40
Vio
\Y%
20°
- —26,04° Re
Ir T
Ic

Figura 5.10: Diagrama fasorial de tensiones y corriente del circuito de la figura
5.10.

entre los fasores tension aplicada y corriente total es igual al argumento de
la impedancia equivalente calculada en el ejemplo 5.2, ¢ = 46,04°, ya que

por definicién Z1 = T
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5.5. Potencia

Un circuito en régimen permanente sinusoidal, constituido por resisten-
cias, inductores y capacitores, que recibe energia del generador en cada ciclo,
tranforma una parte de esa energia en trabajo y otra parte la devuelve al
generador. La proporcién entre la energia que es convertida en trabajo (o di-
sipada) y la energia que se devuelve a la fuente en cada ciclo depende de los
elementos que componen el circuito, y de su configuraciéon. Para determinar
y definir estos comportamientos de la energia en el régimen permanente si-
nusoidal analicemos la potencia instantanea asociada a un circuito genérico
utilizando como base el método fasorial.

5.5.1. Potencia instantanea

Una senal senoidal v(t) = Vi, sen(wt)[V], que excita un circuito genérico
de impedancia equivalente Z = R + jX = Zp, produce una corriente
eléctrica de forma®

i(t) = Iy sen(wt — )[A]. (5.81)

La potencia instantanea asociada a esta fuente se obtiene haciendo el pro-
ducto entre la tension y la corriente, es decir

p(t) = [V sen(wt)] [Im sen(wt — ¢)] [W]. (5.82)
Luego, utilizando la igualdad trigonométrica
1 1
senasen f§ = 3 cos(a — ) — 3 cos(a + ) (5.83)

se puede expresar la potencia anterior como suma de cosenos, donde o = wt
y B = wt — ¢, quedando

Vindm Vindm
p(t) = 5 cos(p) — 5 cos(2wt — ) [W] (5.84)
Ademads, como % =Ve I—\}% = 1, la (5.84) se puede poner en términos de

los valores eficaces, quedando
p(t) = VIcos(p) — VI cos(2wt — ¢)[W]. (5.85)

La ecuacién (5.85) describe la potencia instantdnea de un circuito genéri-
co en régimen permanente sinusoidal, que como se ve consta de un término

v _
Z

5Esta corriente se encuentra facilmente aplicando el método fasorial: I =
¥ /00 —p =1/0, — p, luego i(t) = I, sen(wt — p)[A].
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constante y otro dependiente de t. El valor del término constante VI cos(p)
depende del angulo ¢ de la impedancia, es decir del caricter inductivo o
capacitivo del circuito. Cuando ¢ = 0 el término VI cos(p) tomard su va-
lor maximo, y serda nulo para ¢ = £90°. A continuacién se analizan los
diferentes casos segun la naturaleza del circuito.

Circuito resistivo puro

Si el circuito es de tipo resistivo puro la impedancia total del circuito es
Z = Ry ¢ =0, entonces la potencia instantanea (5.85) sera

p(t) = VI —VIcos(2wt). (5.86)

El valor medio de esta potencia, llamado potencia media, es P = VI. En
la figura 5.11 puede verse graficada esta potencia. Como se ve, la potencia
instantdnea en un circuito resistivo puro es siempre positiva. Recordando
que la potencia representa la variacion de energia en el tiempo, una potencia
siempre positiva corresponde a una funcién de energia siempre creciente. Es
decir que la energia entregada a un resistor puro aumenta permanentemente,
ya que este la disipa o transforma completamente en trabajo.

p(t)

VAR ERVE t

Figura 5.11: Potencia instantanea en un circuito resistivo puro.

Circuito inductivo puro

Si el circuito es inductivo puro entonces la impedancia total del circuito
seré de forma Z = jwL y ¢ = 90°. En este caso la potencia instantanea se
hace

p(t) = —VIcos(2wt — 90°) = —V I sen(2wt). (5.87)

En la figura 5.12 se grafica la potencia instantianea sobre un circuito induc-
tivo puro. Como se ve en este caso el valor medio de la senal es nulo, es
decir la potencia media es nula. Por otro lado la potencia instantdnea toma
valores positivos y negativos, esto representa el intercambio energético que
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se produce entre el elemento inductivo y el generador. Cuando la tensiéon
v(t) y corriente i(t) tienen igual signo, la potencia es positiva lo que signifi-
ca que la energia en el inductor esta creciendo (esta recibiendo energia del
generador). Cuando tensién y corriente tienen distinto signo, la potencia es
negativa y la energia en el inductor estd disminuyendo (esta siendo devuelta
desde la carga al generador). Evidentemente las cantidades de energia reci-
bidas y devueltas por la carga inductiva son iguales debido a que se trata
de un elemento idealizado y no hay disipacion alguna.

o (t) in(t) p(t)

/\ AN
(VAR /AR VAT

Figura 5.12: Potencia instantanea en un circuito inductivo puro.

Circuito capacitivo puro

Para el caso de un circuito capacitivo puro el dngulo de fase es p = —90°
y la potencia instantanea sera

p(t) = =V Icos(2wt + 90°) = VIsen(2wt). (5.88)

Al igual que el caso anterior la potencia instantanea tiene valor medio nulo
lo que muestra un intercambio completo de energia entre el generador y el
elemento, sin producirse disipacion.

ve(t) ic(t) p(t)

N/ \
VAR VAR RTATA

Figura 5.13: Potencia instantdnea en un circuito capacitivo puro.
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5.5.2. Potencia activa, reactiva y aparente

La potencia instantanea dada por (5.82) puede reescribirse utilizando la
igualdad sen(wt — ) = sen(wt) cos(p) — cos(wt) sen(yp)

p(t) = Vi sen(wt) [Ly, sen(wt) cos(@) — Iy, cos(wt) sen(yp)] (5.89)
p(t) = {2 Sen2(wt)} VI cos(p) — [2sen(wt) cos(wt)] VIsen(p), (5.90)

luego, utilizando las identidades 2sen?(a) = 1 — cos(2a) y 2sen(a) cos(a) =
sen(2a), nos queda

p(t) = [1 — cos(2wt)] VI cos(p) — [sen(2wt)] VI sen(yp). (5.91)

Esta forma de escribir p(t) evidencia que la potencia instantdnea esté for-
mada por un término proporcional a la componente resistiva del circuito
(cos(p)) y otro proporcional a la componente reactiva del circuito (sen(yp)).
Ambos términos fluctiian a una frecuencia de 2w, pero difieren en fase y en
valor medio.

El primer término de (5.91), proporcional al cos(y), describe las varia-
ciones instantaneas de la energia que estd siendo disipada en el resistor (o
los resistores), por lo que es siempre positivo. Su valor medio vale VI cos(yp),
que es el valor medio de p(t) (ya que el valor medio del segundo término es
nulo). Este valor medio se llama potencia activa® y se la representa con la
letra P, su unidad de medida es el vatio [W],

P =V1Icos(yp). (5.92)

La energia Wp disipada en un ciclo se puede obtener integrando este
término en un periodo

T
Wp = /0 [1 — cos(2wt)]VT cos(¢) dt, (5.93)

multiplicando y dividiendo por T tenemos

;/OT[l — cos(2wt)|VIcos(p)dt| T (5.94)

(5.95)

lo que aparece entre corchetes es el valor medio del primer término de (5.91),
o sea la potencia activa P, por lo que

Wp=rP-T, (5.96)

SNotar que esta potencia es la potencia media definida como valor medio de (5.86),
donde se considera el caso particular de un circuito resistivo puro, por lo que cos(p) = 1.



5.5. POTENCIA 153

es decir que la potencia activa P es igual a la energia disipada por ciclo.

El segundo término de (5.91) es la potencia instantdnea asociada a los
componentes reactivos del circuito, representa la variacién de energia por
unidad de tiempo que se utiliza para generar los campos eléctricos y magnéti-
cos. Este término toma valores positivos y negativos, lo que indica que la
energia fluye en ambos sentidos (hacia la carga y hacia la fuente). Su valor
medio es cero, ya que la energia entregada por la fuente en un semiciclo es
devuelta completamente en el semiciclo siguiente. La energia W total que
se intercambia en un ciclo (entregada y devuelta) se obtiene integrando el
modulo de este término a lo largo de un periodo,

T
Wq :/ |sen(2wt)V I sen(yp)| dt. (5.97)
0

Esta integral es igual al valor medio de médulo del segundo término de
(5.91), multiplicado por el periodo T,

1 T
Wq = [T/o |sen(2wt)V I sen(p)| dt| T. (5.98)

El valor medio de mddulo es igual a VIsen(y), y se conoce como potencia
reactiva. Se la representa con la letra @ y su unidad de medida es el Volt-
Amper Reactivo [VAR],

Q = VIsen(p). (5.99)
Llevando @ a (5.98)
Wo=Q-T, (5.100)

con lo que la potencia reactiva () es igual a la energia intercambiada (recibida
y devuelta) por ciclo.

La energia total Wg (intercambiada con la fuente y disipada) por cada
ciclo se obtiene sumando los aportes de cada una de las anteriores, teniendo
que cuenta que la transferencia de energia para ser disipada y la energia
para formar los campos eléctricos y magnéticos se realiza en cuadratura’, es

decir
W3 = Wg + W3 (5.101)

Ws=1/P24+Q2>-T=5-T, (5.102)

donde S se llama potencia aparente y su unidad de medida es el Volt-Amper

[VA]
S=\P2+Q2=VI. (5.103)

"Observar en (5.91) que el término asociado a la energfa disipada oscila co-
mo sen(wt)sen(wt) y el término asociado a la energia intercambiada oscila como
sen(wt) cos(wt).
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Ejemplo 5.4: Calcular las potencias activa, reactiva y aparente del circuito
de la figura 5.1, luego determinar las energias disipada y almacenada por
ciclo y la energia total.

2Q

i) 10

v(t) = 10 cos(2000¢) - 100pF

1mH

Figura 5.14: Potencia y energia en régimen permanente sinusoidal.

Para determinar la corriente instanténea i(¢) podemos emplear el método
fasorial, calculando primero la Z equivalente. Con w = 2000%, las reactan-
cias inductiva y capacitiva serdn j2 y —jb respectivamente, luego

Z =2+ (1+42)//(—j5) = 4,5 + j2,50 (5.104)
Z =5,15/29,05°Q (5.105)

con lo que

it)

0
=*1r cos(2000¢ — 29,05°) = 1,94 cos(2000t — 29,05°)A, (5.106)

y la potencia instantanea serd

p(t) = 19,4 sen?(2000¢) cos(29,05°) —
— 19,4 sen(2000¢) cos(2000¢) sen(29,05°)W. (5.107)

La potencia activa P se obtiene tomando el valor medio de p(t), igual
al producto de los valores eficaces de tensién y corriente por el coseno del
argumento de la impedancia total equivalente, ¢ = 29,05°

p_ 10194
V22

La potencia reactiva ) se obtiene tomando el valor medio de moédulo del
segundo término de p(t), igual al producto de los valores eficaces de tension
y corriente por el seno de ¢

10 1,94
V22

La potencia aparente se obtiene haciendo la suma en cuadratura de Py @,
igual al producto de los valores eficaces de tensién y corriente

10 1,04
S=1/P2+Q2=—~""""=097VA. 5.110
Q NV (5.110)

c0s(29,05°) = 8,48W. (5.108)

Q

sen(29,05°) = 4,7VAR. (5.109)




5.5. POTENCIA 155

Con estos valores de potencias y el periodo de la sefial T' = %’r = 3,14ms,
las energias disipada, almacenada y total por ciclo seran

Wp = 26,64mJ; Wq = 14,8mJ; Wg = 30,47mJ. (5.111)

5.5.3. Calculo de potencia en el dominio fasorial

En el calculo fasorial, la potencia activa, reactiva o aparente asociada a
cada elemento de un circuito puede ser calculada en forma directa mediante
los fasores que representan las tensiones y corrientes en los elementos. A con-
tinuaciéon deduciremos el calculo de cada una de estas potencias utilizando
el método fasorial.

Potencia activa

Un circuito de impedancia equivalente Z = R+ jX = Z/+¢, excitado
con un fasor tension V = V/0°, desarrolla una corriente igual a I = I/F¢p.
La potencia activa total en este circuito (que como se vio es VI cos ¢®) puede
ponerse en término de estos fasores como el producto de sus médulos por el
coseno del dngulo entre ellos, es decir

P =|V||I|cosp = VIcos. (5.112)

El fasor tensién a su vez puede escribirse como V = ZI, con lo que su
modulo serd | V| = |Z|[I]. Reemplazando

P = |Z||T||T| cos ¢ = I*Z cos ¢ (5.113)

pero Z cosp = R, con lo que
P =1I’R. (5.114)

Por otro lado, el fasor tensién a bornes del elemento resistivo R es Vg = RI,
con lo que su médulo serd [Vg| = R|I| = RI = VR, entonces

P =IRI =VRI = |Vg|[I. (5.115)

Es decir que la potencia activa total de un circuito puede calcularse también
a partir de los fasores tensién y corriente asociados al elemento resistivo
haciendo simplemente el producto de sus médulos, ya que el angulo que los
separa es cero y por ende cos p = 1.

8Notar que se omite en la ecuacién el signo del dngulo ¢ ya que, para F <p< 3,
cos(p) = cos(—p).
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Finalmente, poniendo a |I| en términos de la tensién se llega a

Y
P = [Vl = [V (5.116)
(Vr)?
P = 5.117
R ? ( )

que es otra forma de calculo de la potencia activa.

Potencia reactiva

Procediendo igual que antes, podemos escribir la potencia reactiva en
términos de los fasores tensién y corriente total como el producto de sus
modulos por el seno el angulo que los separa

Q = |V||I|sen¢ = VIsen . (5.118)

Cabe aclarar que para el cdlculo de la potencia reactiva se debe utilizar el
valor absoluto del dngulo ¢, ya que para ¢ < 0, sen(y) < 0, con lo que
@ < 0, pero la potencia reactiva @) definida como en (5.98) es estrictamente
positiva. Por lo tanto para especificar si la potencia reactiva () corresponde a
un circuito de caracter inductivo o capacitivo se debe explicitar su naturaleza
de atraso o adelanto, respectivamente.

Reemplazando el médulo del fasor tensién por |Z||I| tenemos

Q= |Z|T|T|senp = I*Zsen ¢ (5.119)
Q=rIX (5.120)

ya que Zsenp = X.
El fasor tension a bornes del elemento reactivo es Vy = £j X1, luego su
modulo serd |V x| = X|I]. Reemplazando en (5.120) queda

Q = |Vx|[I] = VxI. (5.121)

Es decir que la potencia reactiva total de un circuito puede calcularse tam-
bién a partir de los fasores tensién y corriente asociados al elemento reactivo,
haciendo el producto de sus médulos, ya que el dngulo que los separa es /2,
y por ende su sen = 1.

Finalmente, poniendo el médulo de la corriente en términos del médulo
de la tensién Vx se tiene

A Y
Q=|Vx|I = |VX"XX|

= : (5.123)

(5.122)
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Potencia aparente

Por ultimo, la potencia aparente total en el circuito de impedancia equi-
valente Z se obtiene haciendo el producto de los médulos de los fasores
tension y corriente total

S=|V|I|=VI. (5.124)

5.5.4. Corriente activa y reactiva

El célculo de las potencias activas y reactivas a partir de los fasores de
tension y corriente puede ser visto como el producto del médulo del fasor
tension y la proyeccion de la corriente en el eje real e imaginario respectiva-
mente, es decir

P =V (Icos(y)) (5.125)
Q =V (Isen(p)). (5.126)

A la proyeccion de la corriente en el eje real se la llama corriente activa, ya
que es la porcién de la corriente total que forma la potencia activa. Igual-
mente, la proyeccién de la corriente en el eje imaginario se la llama corriente
reactiva, por ser la porcién de la corriente total que forma la potencia reacti-
va. En la figura 5.15a se muestran estas proyecciones en un diagrama fasorial
correspondiente a un circuito de caracter inductivo.

Im
1] cos(0) P = |V|[T|cos(¢)
T
\ V Re
vV SN ¥ o
777777777 - V] @= VITsen(s)
[T sen(p)
(a) Diagrama fasorial (b) Tridngulo de potencias

Figura 5.15: En (a) proyecciones de la corriente en el eje real e imaginario, co-
rriente activa y reactiva respectivamente. En (b) el tridngulo de potencias corres-
pondiente.
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5.5.5. Triangulo de potencias

Las potencias activas, reactivas y aparente estan vinculadas entre si, de
forma que si sumamos las potencias activas y reactivas al cuadrado

P2+ Q%= (VIcosp)* + (VIseng)? = (VI)? (5.127)
obtenemos la potencia aparente al cuadrado,
5% =P24Q? (5.128)

es por esta relacién que se utiliza un triangulo rectangulo para representarlas,
lo que se conoce como tridngulo de las potencias.

La construccion del triangulo se puede desprender del diagrama fasorial
de tensién y corriente del circuito en cuestién, como se muestra en la figura
5.15b. Considerando la tensién total con fase cero y la descomposicién de la
corriente en sus partes activas y reactivas, es decir, \_/'_: V/0 e_f =1/p, la
potencia P serd el producto de V' por la proyecciéon de I sobre V (VI cos ¢)
y la potencia Q el producto V por la proyeccién de I sobre la perpendicular
aV (VIsenyp).

De esta forma la orientacion de la potencia reactiva ) en el tridngulo
determina el cardcter inductivo o capacitivo del circuito, ya que una potencia
reactiva dibujada hacia los negativos del eje de ordenadas se obtiene de un
diagrama fasorial en el que la corriente atrasa a la tension, y viceversa.

5.5.6. Potencia compleja S

La potencia compleja es un operador que permite encontrar en forma
directa las potencias activas, reactivas y aparente de un circuito conociendo
el fasor tensiéon y corriente total.

Sea V el fasor de la tensién aplicada total y sea I el fasor de la corriente
total, entonces la potencia compleja S se calcula como

S =VI* (5.129)

con I* el conjugado del fasor corriente.
Desarrollando (5.129) tenemos

V
S=V/0,1/-6; = V&E —(0, — ¥) (5.130)
S=VIjp=VIicosp+jVIsenp =P+ jQ. (5.131)

La potencia compleja es entonces un numero complejo cuya parte real es
igual a la potencia activa P, su parte imaginaria es igual a la potencia
reactiva (), y su médulo es igual a la potencia aparente S

S| = /P2 +Q2=S. (5.132)
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Ejemplo 5.5: Una carga inductiva Z = 18 4+ 350 se conecta a la linea de
distribucion monofdsica de 220V, la cudl se conoce que tiene asociada una
pérdida por transporte equivalente a Ry = 2Q. Determinar la potencia en la
carga Z y la potencia disipada por el transporte. Calcular luego la potencia
total erogada por el generador.

La figura 5.16 muestra esquematicamente el problema. La tensién del ge-

2Q

I
220V (* 18 + j50Q

Figura 5.16: Potencia absorbida por la carga y entregada por el generador.

nerador puede representarse por el fasor V = 220/0°, con lo que la corriente
total sera

\%
=4 084—68 2°. 5.133
Ry +7Z ’ : ( )

La potencia aparente Sz absorbida por la carga Z sera

T:

Sy = I*|Z| = 886,91VA, (5.134)
de donde la potencia activa sera
Py = Sy cos(p) = 300,41W (5.135)
y la potencia reactiva
Qz = Sz sen(p) = 834,48VAR (5.136)

en retraso, con ¢ = 70,2°, el argumento de Z.
La potencia F; disipada por las pérdidas en el transporte sera

P, = I’R; = 33,38W. (5.137)

Para calcular la potencia total erogada por el generador se debe sumar
la potencia disipada por la carga mas la potencia disipada por el transporte

Pr =P, + Pz = 333,79W, (5.138)

luego

St = /(P + P2)? + (Qz)? = 898,TTVA. (5.139)
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Otra forma de calcular las potencias sobre el generador es a partir de la
potencia compleja,

S = VI* =220-3,71/68,2° (5.140)
S = 333,79 + ;834,48 (5.141)
(5.142)
donde
Pr = Re{S} = 333,79W (5.143)
Q1 =Im{S} = 834,48VAR (5.144)
St = |S| = 898,76VA. (5.145)

En la figura 5.17 se grafican los tridngulos de potencia correspondiente
a la carga Z y al generador.

Py Pr=P,+ P
—68,2°

Qz = Q1
St
Sz

Figura 5.17: Triangulo de potencias del ejemplo 5.5.

5.5.7. Factor de potencia

Como vimos en las secciones anteriores, la energia presente en un sistema
de corriente alterna en régimen permanente estd compuesta por una parte
que realiza un trabajo (energia disipada) y por otra parte que se almacena
en los elementos reactivos y se intercambia con la fuente. La relaciéon que
existe entre la energia aprovechada (la que es capaz de realizar un trabajo)
y la energia total disponible se conoce como factor de potencia, fp. Estas
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energias se relacionan directamente con la potencia activa P (5.96) y la
potencia aparente S (5.102), entonces el fp se define como

Wp P
fp=—==. 5.146
P=We =S (5.146)
Luego, como P =VIcospy S=VI, fp = cos .
Por su definicién, el factor de potencia es el rendimiento del sistema, y
como tal, es un nimero adimensional comprendido entre 0 y 1. Es decir,
indica que parte de la energia disponible es transformada en trabajo

P = Scose. (5.147)

Cuando el factor de potencia es igual a 0, la energia que fluye es enteramente
reactiva y la energia almacenada en las cargas retorna a la fuente en cada
ciclo. Cuando el factor de potencia es igual a 1, toda la energia suministrada
por la fuente es consumida por la carga. La potencia aparente necesaria para
disipar una determinada cantidad de potencia activa dependera del factor de
potencia del circuito. Por ejemplo, para conseguir 1kW de potencia activa si
el factor de potencia es la unidad, necesitaremos transferir 1kVA de potencia
aparente (1kVA = 1kW - 1). Con valores bajos del factor de potencia, necesi-
taremos transferir mas potencia aparente para conseguir la misma potencia
activa. Asi para conseguir 1kW de potencia activa con un factor de potencia
igual a 0,2 necesitamos transferir 5kVA de potencia aparente.

Los factores de potencia, al igual que las potencias reactivas, son expre-
sados normalmente como en adelanto o en retraso, para indicar si se trata
de un circuito de caracter capacitivo o inductivo, respectivamente.

5.5.8. Correccién del factor de potencia

La energia transportada que no se consume produce pérdidas, sobrecarga
los transformadores y por lo tanto disminuye la eficiencia del sistema eléctri-
co en general. Si el factor de potencia es alto estas pérdidas serdn pequenas,
aumentando el rendimiento del sistema. A veces se hace necesario corregir
el factor de potencia para aumentar el rendimiento del sistema, sobre todo
en sistemas de grandes potencias instaladas como las industrias.

La correccién del factor de potencia se logra conectando al sistema car-
gas reactivas (generalmente en paralelo para no modificar la tensién aplica-
da) de naturaleza contraria a la que el sistema tiene. Es decir en un sistema
resistivo-inductivo se conectaran cargas capacitivas y viceversa. Normalmen-
te se trata de sistemas resistivo-inductivos los que se necesita compensar,
debido al uso de motores en la industria.

El célculo de la potencia reactiva necesaria para efectuar la correccion
se realiza en base al factor de potencia deseado. Supongamos se desea llevar
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el factor de potencia actual fpy; a un factor de potencia final fp;

fpg = cos o y (5.148)
fp = cos ¢ (5.149)

ambos en atraso, sin que varie la potencia activa P. Para compensar un sis-
tema en atraso se conecta entonces una carga capacitiva de potencia reactiva

Q¢ tal que

RQi=0Qo—Qc = Qc=CQo—Q (5.150)

reemplazando las potencias reactivas segtin (5.120) tenemos
Qc = Viysen g — Vigsen pf (5.151)
= VI cos g tan ¢y — VIt cos pr tan o (5.152)

donde la tensién permanece constante porque la carga se conecta en paralelo.
Como la potencia activa no cambia, P = VI cos ¢y = V It cos ¢, entonces

Qc = P (tan g — tan ¢f) (5.153)

de donde se puede hallar la capacidad necesaria para la correccion

V2
— = V2wC = P (tan gy — tan ¢r) (5.154)
Xc
P(t —t
¢ = Pltango = tangr) (5.155)

V2w
5.6. Senales poliarmoénicas

a desarrollar. . .
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Ejercitacion
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Capitulo 6

Resolucion sistematica de
circuitos

Las transformaciones de Laplace y fasorial vistas en los capitulos an-
teriores permiten llevar las ecuaciones de equilibrio de un circuito en el
dominio del tiempo a un dominio (de s o de jw respectivamente) donde
las ecuaciones de equilibrio son puramente algebraicas. A continuacion se
desarrollan dos métodos aplicables a circuitos con ecuaciones de equilibrio
puramente algebraicas que permiten encontrar las variables incégnitas en
forma sistemaética.

6.1. Meétodo de las corrientes en las mallas

El método se basa en operar utilizando las llamadas corrientes de mallas
o corrientes de Maxwell en lugar de las corrientes en cada rama. Una co-
rriente de malla es una corriente ficticia que circula por todas las ramas que
forman una malla sin dividirse en los nudos. Estas corrientes ficticias deben
elegirse de forma tal que todos los elementos del circuito sean atravesados
por lo menos por una de ellas, de esta forma cualquier corriente de rama
puede obtenerse a partir de las corrientes de malla. La cantidad de corrientes
de malla que se deben definir para operar es igual a la cantidad de mallas
independientes que contenga el circuito. Una forma practica de encontrar el
numero de mallas independientes es contando la cantidad minima de cor-
tes que deben realizarse sobre un circuito para abrir todas las mallas. El
namero de cortes realizados es igual a la cantidad de corrientes de malla
independientes que conforman el circuito.

Supongamos el circuito de la figura 6.1, representado en el dominio faso-
rial. En este circuito la cantidad de cortes que deben practicarse para abrir
todas las mallas es igual a dos, por lo tanto para resolverlo correctamente
se deben elegir dos corrientes de malla.

Las corrientes de malla se deben elegir de forma que TODOS los ele-

165
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L Lo
_ g Ry
Vi S Zg. Vi
L I

Figura 6.1: Resolucién por método de las mallas.

mentos sean atravesados por al menos una corriente, y que cada corriente
no pase dos veces por una misma rama.

Supongamos que elegimos I; e I, como se muestra en el circuito, que
cumplen con los requisitos antes planteados. La aplicacién del método per-
mite resolver estas corrientes ficticias en forma sistematica, con las que luego
podra calcularse cualquier otro pardmetro de interés. Por ejemplo la corrien-
te total circulante por la impedancia Za serd Iy, la corriente total circulante
por la impedancia Zg serd I + I, la potencia aparente en la fuente Vo serd
SQ = ‘Vz”Ig’, etc.

Luego de elegidas las corrientes de malla se plantean las ecuaciones de
equilibrio’.

(a) Malla I (b) Malla II

Figura 6.2: LKV en cada una de las mallas.

Malla 1

Aplicando LKV para la malla I segin las referencias de la figura 6.2a
tenemos

Vi—-Vp—Vp=0 (6.1)
donde

Va=7Z\1; (6.2)

Vg = Zn (L + iz) (6.3)

!Notar que si bien el niimero de cortes necesarios para abrir todas las mallas en un
circuito es tnico (en este caso dos), no es tnica la forma de elegir las mallas, es decir que
no son unicas las corrientes de malla. Se podria elegir por ejemplo la malla II de forma
que atraviese la rama de la fuente V; en lugar de la rama central.
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luego

Vi =Zx\I; +Zp <T1 + Tz) =1,(Zx + Zp) + I Zp (6.4)

Malla 11

Repitiendo lo anterior sobre la malla II y segun las referencias de la figura
6.2b obtenemos

Vo=T11Zp+1, (Zp + Zc) (6.5)

Finalmente se obtiene el sistema de ecuaciones que permite resolver I e

I

Vi =1,(Za + Zp) + I:Zp (6.6)
Vo =1,Zg + I, (Zg + Z¢)

o bien, en forma matricial el sistema de ecuaciones queda”

I Vi

M _ M . (65)
La matriz de coeficientes del sistema (6.8) esta formada por las impe-

dancias del circuito y es una matriz simétrica. Notese que los elementos de

la diagonal principal son la suma de las impedancias de cada malla y los

elementos restantes son las impedancias compartidas entre la malla I y II.

El vector de datos del sistema contiene todas las fuentes de excitacién del

circuito, y cada elemento del vector se forma con las fuentes de la malla
correspondiente.

Zyx+7Zp Zp
YA Zp + Zc

Como se dijo, la eleccién de las corrientes de malla no es tnica, y una
eleccién diferente implica un sistema de ecuaciones diferente. Si por ejem-
plo se elije como corriente de la malla II una T’Q de sentido contrario a I,
siguiendo la figura 6.3 la LKV en cada malla nos da

\_71 = Il(ZA + ZB) — TIQZB (69)
—\_72 = —T1ZB + i/Q (Zp + Zc) (6.10)

de donde

Za+7Zp —Zp
—Zy Zp+Zc

I \Y%
HE KA

2Un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas puede representarse matricialmente
como AZ = b donde A es una matriz n X n llamada matriz de coeficientes, T es un vector
de n elementos llamado vector incdgnita y b se llama vector de datos
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como se ve en la matriz de coeficientes los elementos que no pertenecen a la
diagonal principal aparecen multiplicados por —1 (Zp), igual que la fuente
de tension de la malla IT en el vector de datos. Este “cambio de signo” refleja
el hecho de que las corrientes de malla atraviesan la impedancia compartida
Zg en sentido contrario, y que la corriente I atraviesa la fuente Vo como
una caida de tensién.

(a) Malla I (b) Malla II

Figura 6.3: LKV en cada una de las mallas.

6.1.1. Generalizacién

La resolucién anterior puede extenderse al caso general de un circuito
con n mallas independientes, donde las ecuaciones de equilibrio del circuito

seran _ _
zin *zig oz | | L Vi
:|:221 299 ... :|:Zgn 12 VH
. =1 (6.12)
+z01 202 ... Znn 1, V,

a esta representaciéon matricial se la conoce como ecuacion de equilibrio
matricial del circuito o Ley de Ohm matricial

[z] [i] = M , (6.13)

la matriz de coeficientes se llama matriz de impedancias y el vector de datos
vector de tensiones. Los elementos de la diagonal principal de la matriz de
impedancias se llaman impedancias propias de cada malla y los elementos
restantes son las llamadas copedancias entre mallas.

La ecuaciéon matricial de equilibrio (6.12) puede obtenerse en forma di-
recta siguiendo las reglas:

» Las impedancias propias de cada malla se forman sumando las N im-
pedancias pertenecientes a la malla, para la malla k sera

N
Zij|i:j:k = Zl L. (6.14)
n=
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= Las copedancias se forman sumando todas las impedancias comparti-
das entre la malla k y la malla [, es decir todas las impedancias que son
atravesadas por las corrientes I, e I;. Si las corrientes atraviesan las
impedancias compartidas en sentido contrario, la copedancia se debe
multiplicar por —1.

= Los elementos del vector de tensiones se obtienen sumando todas las
fuentes de tension que pertenecen a la malla, tomando como positivas
las que son atravesadas como una subida por las corrientes de malla,
y como negativas las demas.

Cualquiera de las corrientes incognitas puede calcularse resolviendo el
sistema matricial, por ejemplo por regla de Cramer. Asi, el célculo de la
corriente Iy sera

VI :|:,2’12 e :|:Zln

VH 2929 ... iZQn
- V, £202 ... 2
Il _ n n2 nn (615)
Z11 :i:Zlg e :i:zln
:|2221 Z222 ... iZQn
+201 X202 ... Znn

que, desarrollando el determinante sustituto por los elementos de la columna
de las tensiones queda

- - Ay = Ay _ Ay
I, =V Vv eV, = 1
1 A, +Vi ; + ot \ (6.16)

donde Aq1, Aoy, etc, son los adjuntos o cofactores asociados al elemento 11,
21, etc, y Ay es el determinante principal de la matriz [Z].

Ejemplo 6.1: Aplicando el método de las mallas, determinar las tensiones y
corrientes de los elementos del circuito de la figura 6.4.

50§30 20

12 4 12

Figura 6.4: Corrientes de mallas.
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Eligiendo las corrientes de malla I, e Ir como se muestra en el circuito,
las impedancias propia de cada malla seran

211 =95+7j3—-7=5472 (6.17)
y la copedancia
219 = 221 = —(—J), (6.19)

luego la matriz de impedancia sera

otz ] (6.20)

=105 2

El vector de tensiones estd formado por la tinica fuente del circuito, que se
encuentra en la malla I y es travesada como una subida por I, por lo tanto

] = |2 45312 : (6.21)
el sistema de ecuaciones en forma matricial queda
5+372 IL|  |12+j12
s oo
de donde
124412 5
- 0 2-J] 36+j12
L _ 0TI 684 41,13 (6.23)
5442 13—
J 2-=7
|5 +2 12+ j12|
= J
I, = - : = 0,98 — 50,85. (6.24)
5472 4
J 2-7

Conociendo las corrientes de malla se pueden obtener los fasores de ten-
sién y corriente de cada elemento. En el resistor de 52 la corriente y tension
seran

Iro = I = 2,91/22,83° (6.25)
Vs =5-I50 = 14,55/22,83°. (6.26)
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En el inductor ;32

Ijso =11 =2,91/22,83 (6.27)
Vs = j3-Ljsq = 8,73/112,83°. (6.28)

En el capacitor —j{2
Ijo=1—1,=169+ ;197 = 2,6/49,39° (6.29)

V_jo=—j-1_jo=26/-40,6°. (6.30)
En el resistor de 22

Lo =1 = 1,30/-40,6° (6.31)
Voo =2-Ihg = 2,6/—40,6°. (6.32)

6.1.2. Acoplamiento magnético

Para resolver circuitos con acoplamiento magnético utilizando el método
de mallas es necesario realizar algunas observaciones. En el célculo de las
impedancias propias de malla, se deben considerar sélo los acoplamientos
magnéticos que resulten de la circulacién de la corriente de malla en cuestion.
Por lo que si existe acoplamiento entre corrientes de diferentes mallas, su
reactancia inductiva mutua no formara parte de la impedancia propia de
cada malla.

Las impedancias compartidas entre mallas, o copedancias, son aquellas
impedancias que presentan una caida de tensién en una malla debido a
la circulacion de corriente en otra. Por lo tanto la inductancia mutua que
induce tensién en una malla debido a la circulacién de corriente en otra, es
una copedancia. Para determinar el signo de la copedancia por inductancia
mutua se debe aplicar la regla de los puntos, entonces si por ejemplo la
corriente de una malla ingresa por un borne con punto y la corriente de la
otra malla sale por el borne con punto, la copedancia por inductancia mutua
debe multiplicarse por —1.

Ejemplo 6.2: Determinar la matriz de impedancias del circuito con acopla-
miento magnético de la figura 6.5.

La impedancia propia de la malla I es la suma de todas las impedancias
que producen caida de tension debido solamente a Iy, o sea

211 =2+3j3—j=24j2, (6.33)
de igual forma, la impedancia propia de la malla II serd

Zon =442 —j=4+]. (6.34)
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Figura 6.5: Método de las mallas en circuito con acoplamiento magnético.

La copedancia z12 = 291 estd formada por el elemento que comparten am-
bas mallas (el capacitor), y por la reactancia inductiva mutua (que induce
tensién en el inductor de la malla I debido a la corriente de la malla II, y
viceversa). La copedancia debido al capacitor seréd la reactancia capacitiva
multiplicada por —1, ya que las corrientes lo atraviesan en sentido opuesto.
Y la copedancia debido a la inductancia mutua sera la reactancia j2 mul-
tiplicada por —1, ya que la corriente I, entra por el borne con punto y la
corriente I, sale. Entonces

219 = 291 = —(—Jj) — (§2) = —J, (6.35)
finalmente
2+352 —3
Z| = X . 6.36

6.1.3. Impedancia de entrada

Se define como impedancia de entrada® de un circuito pasivo a la relacién
entre el fasor de tension aplicado entre los bornes considerados como entra-
da, y el fasor corriente debido a esa tensién. Si el circuito contiene fuentes
(circuito activo) la impedancia de entrada se calcula pasivando todas las
fuentes internas, es decir pasivando el circuito.

La impedancia de entrada puede calcularse facilmente a partir de la
matriz de impedancias del circuito. Supongamos un circuito pasivo con una
fuente V; conectada a los bornes de entrada, como el de la figura 6.6. La
corriente que resulta de aplicar la tensién V al circuito es I, con lo que la
impedancia de entrada sera

(6.37)

Zentrada =

I—II‘S'

3También llamada impedancia de excitacién.
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A 2 L
AT
Vi (¢ (,/ Zg.

I, I

B

Figura 6.6: Impedancia de entrada.

Eligiendo las corrientes de malla como se muestra en el circuito, la corriente
de entrada I es igual a la corriente de malla Iy, y su ecuacién de equilibrio

matricial sera
L| |V,
liJ = [0 ] . (6.38)

Resolviendo la corriente I; por método de Cramer, y calculando el determi-
nante sustituto por los elementos de la columna de las tensiones (como en
(6.16)) nos queda

Zy+7g —Zp
—Zy Zp+ Zc

‘\71 —Zp
_ 0 Zp+ Zc _ A
=1L  — @ Ol _V,— .
1 A, 1 A, (6.39)
de donde
Ay
Zen rada — N - 4
trada = A (6.40)

La impedancia de entrada permite determinar la corriente que debera
entregar una fuente al conectarse al circuito. Notar que si bien se utilizé una
fuente de tensién arbitraria V; para arribar al cdlculo de la impedancia de
entrada, su valor depende exclusivamente de los elementos del circuito, que
son los que conforman la matriz de impedancia [Z].

6.1.4. Impedancia de transferencia

Otro pardmetro util que puede determinarse de la matriz de impedancia
es la impedancia de transferencia. Esta impedancia relaciona el fasor tension
aplicado en una malla de un circuito pasivo, y el fasor corriente que resulta
en otra. Por ejemplo, resolviendo para la corriente Iy en el sistema matricial
anterior tenemos

Za+Zs Vi

— —ZB 0 _ A12
=" =V;{— A1
2 A, A, (6.41)
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con lo cual se puede calcular la impedancia de transferencia Zianer,12 dada
por el cociente entre la tension V; conectada en la malla I y la corriente I
que esta tensiéon provoca en la malla II

Vi Ay

_— ==, 6.42
I, Ap (6.42)

Ztransf,lQ =

Ejemplo 6.3: Determinar la impedancia equivalente “vista” desde los bornes
de la fuente del circuito de la figura 6.7a.

A 20 A
71 1
Ve Ve 2,23+j1,94QH
I,/
~ -k
B B
ZAB ZAB
(a) (b)

Figura 6.7: Impedancia de entrada, (a) circuito completo con acoplamiento
magnético y (b) circuito equivalente del primero en los bornes AB.

Se suele llamar impedancia “vista” desde un par de bornes de un circuito
a la impedancia que, conectada a dichos bornes en reemplazo del circuito
original, produce la misma caida de tensién y la misma circulaciéon de co-
rriente que antes. Es decir, si la tensién aplicada a unos bornes AB es Vap y
la corriente que produce es I, la impedancia equivalente que se “ve” desde
esos bornes es

Zap = 2B (6.43)
Iz

Esta impedancia Zap es la que resulta de reducir el circuito por asociaciéon
serie-paralelo de los elementos entre los bornes A y B. Sin embargo, las reglas
conocidas para estas asociaciones de elementos no contemplan los casos de
acoplamiento magnético, por lo que debe calcularse de otra manera. Una
forma mas general de cédlculo de la impedancia “vista” desde dos bornes
AB cualesquiera del circuito, es considerar dichos bornes como entrada, y
calcular la impedancia de entrada a partir de la matriz de impedancias del
circuito.

Para el circuito de la figura 6.7a y segtn las corrientes de malla elegidas,
la matriz de impedancias sera

2472 —j

2= ay

(6.44)
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de donde
Ay =T+ 710; Ay =4+, (6.45)
con lo que
Zentrada = Zap = 2,23 + 71,940 (6.46)
En la figura 6.7b se representa el circuito reemplazado en los bornes AB
por su impedancia de entrada. Dado que para el generador conectado a los

bornes AB no se aprecian cambios, se dice que este circuito es “equivalente
en los bornes AB” al de la figura 6.7a.

6.2. Meétodo de las tensiones en los nudos

El método de las tensiones en los nudos permite construir en forma
sistematica el sistema de equilibrio matricial en términos de las tensiones
en los nudos de un circuito. Luego, la diferencia de tension entre dos nudos
cualesquiera del circuito puede ser calculada en forma directa resolviendo el
sistema matricial.

Consideremos las tensiones en los nudos principales 1 y 2 del circuito de
la figura 6.8. Estas tensiones estan referidas al nudo 3 (tomado como nudo
de referencia) con la polaridad indicada. Si se desarrollan las ecuaciones de
equilibrio de las corrientes en cada nudo se obtiene

AN 1 Zc 92 7g

+A Ay

Va Zp VvV, V, Zp Vg

=3

Figura 6.8: Resolucion por método de las tensiones en los nudos.

Vi-Va Vi V-V,

Lyt T2 6.47

Zn T Zs T Ze (6.47)
Vo—Vi Vo V,-Vg

T2l 2 P2 TB 6.48

Ze 7o Tz (6.48)

Para explicar como se determina la ecuacién (6.47) veamos la figura 6.9,
donde se reproducen en detalle las referencias de las tensiones y corrientes
del nudo 1. Las corrientes que se muestran se eligen arbitrariamente para
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el desarrollo como entrantes o salientes al nudo. En este caso al ser todas
salientes se tiene

L +1,+ L. =0 (6.49)

Luego, para encontrar cada una de estas corrientes se escriben las ecuaciones
de malla, considerando las referencias de tensiéon mostradas en la figura 6.9.
Por ejemplo, la circulacién de la corriente I, por la impedancia Z, produce
una caida de tensién Vy , con la polaridad indicada, de forma que la ecuacién
de malla es

VA + VZA - \_71 =0 (650)
VZA = \71 — VA = iaZA (6.51)
con lo que
- V-V
L= —2 (6.52)
Zy

La corriente I}, se obtiene directamente de hacer la tensién de nudo sobre
la impedancia Zg, ya que Vz, = V3
_ Vi
I, =—. 6.53
= (6:53)
Por tltimo se obtiene la corriente I. de la misma forma que se obtuvo I, es
decir calculando la tensién en Zc a partir de la ecuaciéon de equilibrio de la
malla central

Vo —Vy — Vi =0 (6.54)
Vz.=Vy—Vy, (6.55)
y luego la corriente es
= V-V
L =-—2 "1 (6.56)
Zc

Finalmente sumando las tres corrientes obtenidas se tiene la ecuacién 6.47,
y operando de la misma forma sobre el nudo 2 se llega a la ecuacién 6.48.

Agrupando términos y reemplazando impedancias por admitancias po-
demos poner las ecuaciones 6.47 y 6.48 de forma

(YA +Yg+ Yc)\_fl — (Yc)\_fg = — (6.57)

~(Yo)Vi+ (Yo +Yp+ Ye)Vo = —— (6.58)
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_Za

Figura 6.9: Referencia de tensiones y corrientes en el nudo 1.

o bien

Yar+Yp+Yc -Yc
—Y¢ Yc+Yp+Yg

Vi L

M _ H L (659
donde el vector de datos es un vector de corrientes que se obtiene sumando
con su signo todas la corrientes aportadas por las fuentes al nudo corres-
pondiente, en este caso I} = \z% yI, = \ZI—EB. La corriente aportada por una
fuente de tensién a un nudo se calcula haciendo el cociente entre la tension
de fuente y la impedancia total de la rama que la contiene, y se considera

positiva si la polaridad de la fuente es opuesta a la polaridad del nudo (ver
(6.51)).

6.2.1. Generalizacién

En general, un circuito con n+1 nudos principales puede ser representado
por una ecuacién de equilibrio matricial de la forma

Yy —Yi2 - —Yin \:71 _TI
—Yo1 Y22 ' —Yin| | V2 I

) = . (6.60)
—Ynl —Yn2 *°° Ynn \_7” in

Y| [v] =1, (6.61)

donde V1, Vg, V,, son las tensiones de los nudos 1, 2, n respecto de un
nudo n + 1 elegido como referencia. La matriz de coeficientes es una matriz
simétrica y se llama matriz de admitancias, los elementos de la diagonal
principal se llaman admitancias propias de nudo, y los elementos fuera de la
diagonal principal se llaman coadmitancias entre nudos. El vector de datos
tiene unidades de corriente, y cada elemento se llama corriente de nudo. La
ecuacion de equilibrio (6.60) puede construirse sistematicamente a partir de
las siguientes reglas:
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= Las admitancias propias de nudo se forman sumando las admitancias
de las N ramas que se conectan al nudo, para el nudo k sera

N
n=1

» La coadmitancia yg; = y; se forma sumando todas las admitancias de
las ramas compartidas entre los nudos k y [, y multiplicando por —1.

= Los elementos del vector corriente se obtienen sumando todas las co-
rrientes de nudo. Se llama corriente de nudo al cociente entre las fuen-
tes de tensién de una rama y la impedancia de la rama. Si el borne
negativo de la fuente estd del lado del nudo en cuestion, entonces el
cociente se multiplica por —1.

Luego, cualquier tension de nudo puede ser calculada resolviendo el sistema
matricial dado por (6.60), por ejemplo la tensién Vi serd

A - A - A
711+III£+"'+I nl

Vl:IIAY AY nAYa

(6.63)

donde Aq1, Aoy, etc, son los adjuntos o cofactores asociados al elemento 11,
21, etc, y Ay es el determinante principal de la matriz [Y].

Ejemplo 6.4: Determinar la tension del capacitor del circuito de la figura
6.10.

t=0 1H 40
AT AN

i)
2cos(10t)[V] (* l 3V 500mF — v (t) 20

T

Figura 6.10: Circuito RLC con régimen transitorio.

Para t < 0 la corriente por el inductor vale i(0~) = 0,5A, y la tensién en
el capacitor vc(07) = 1V, con lo que el circuito equivalente en el dominio
de Laplace sera como el de la figura 6.11. El circuito equivalente para t > 0
tiene dos nudos principales, marcados en la figura como 1 y 2, por lo que
el sistema matricial de equilibrio serd de 1 x 1. Tomando el nudo 2 como
referencia, la matriz de admitancias (formada sélo por la admitancia propia
del nudo 1) serd

R R A
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Figura 6.11: Circuito equivalente de Laplace.

El vector de corrientes estara formado por las corrientes de las dos ramas
con fuente, es decir

S 05 L 53 45524+10454-50
= [=m 4] - [eay). oo
de donde
-1 53+ 552 + 1045 + 500  2(s +4)
=\Y| |I|= :
vits) = |v] " |1] 2(s + 4)(s2 + 100) (52 + 55 + 6) (6.66)
3 2 104

(s2+100)(s+3)(s+2)

La correspondiente respuesta en el tiempo se encuentra expandiendo Vi (s)
de forma

A B s 10
Vi(s) = C D 6.68
1) =t o3t Y100 TP 100 (6.68)
292 1,89 47 s 25 10
Vi(s) = s+2 s+3 141752+1ooJr 1417 s2 + 100 (6.69)

y luego antitransformando

ve(t) = 2,92e72 — 1,89¢73% — 33,17 x 1073 cos(10t) 4 17,64 x 1073 sen(10t)
ve(t) = 2,92e72 — 1,893 — 37,56 x 107 cos(10t — 152°)[V]. (6.70)

En la figura 6.12 se grafica la tension vc(t) para t > 0.
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ve(t)
1 —

| LN NN AN
T T TN NN

1 2 3 4 5 1

Figura 6.12: Respuesta transitoria de tensién en el capacitor de la figura 6.10.

Ejercitacion



Capitulo 7

Teoremas circuitales

En este capitulo se estudian algunos teoremas utiles para la resolucion
de circuitos lineales. Estos teoremas son aplicables en general cuando las
ecuaciones de equilibrio de los circuitos son algebraicas, es decir que su
utilidad se extiende al dominio fasorial para los casos de régimen permanente
sinusoidal, y al dominio de Laplace para los casos de condiciones iniciales.

7.1. Teorema de Thevenin

El teorema de Thevenin afirma que un circuito lineal activo cualquiera,
con terminales de salida A — B, puede sustituirse por una fuente de tensiéon
Vrn en serie con una impedancia Zry, llamadas tensién de Thevenin e
impedancia de Thevenin, respectivamente. El valor de la fuente Vo, es igual
a la tensién a circuito abierto entre los terminales A— B, y la impedancia Zry
es igual al cociente entre la tensién Vou y la corriente de corto circuito L.
de los terminales A — B. Para calcular la corriente I,. se unen los terminales
A — B y se calcula la corriente que circula por ellos. Para calcular el valor
de la fuente Vpy, se calcula la tensién a circuito abierto entre los terminales
Ay B. Luego la impedancia Zry, llamada impedancia de Thevenin serd

Zo, = 2T (7.1)
Icc

en la figura 7.1 se ve esta equivalencia esquematicamente.

A Z1h A
CLA | Vap = Vi Vas
B | B

Figura 7.1: Equivalente de Thevenin.

181
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Para demostrar la equivalencia de Thevenin supongamos un circuito ac-
tivo con una impedancia Z; entre los terminales A — B como el de la figura
7.2. Llamemos I; a la corriente que circula por Z;, y Vap(I;) a la tensién

A Z

CLA

Figura 7.2: Circuito activo de terminales A — B.

entre los terminales A — B, enfatizando su dependencia de la corriente I;. Si
se conecta una fuente Vy de polaridad opuesta a la tensién \_/'AB(TI) como
en la figura 7.3 y se varia la tensién de esta fuente hasta que la corriente por
la impedancia se anule tendremos

Vap(0) = V=0 (7.2)

va que la tensién que cae en Z; es nula. Como la corriente total es cero, la
tensién que aparece entre los terminales A — B es la tensién Vg a circuito
abierto. Es decir que esta fuente de prueba Vy que anula la corriente tiene
el valor de la tensién Vap a circuito abierto, V, = Vg(0).

A 7

CLA

Figura 7.3: Fuente de prueba V., de valor igual a la tensién V Ag a circuito abierto.

Si en estas condiciones analizamos el circuito por superposicién, tendre-
mos lo siguiente: llamemos Tll a la corriente que resulta de pasivar la fuente
de prueba Vy = VAB(O) e TIQ a la que resulta de pasivar todas las demés
fuentes, tal como se indica en la figura 7.4a y 7.4b. Luego, como Tll _ilz =0,
se tiene que Ij, = I, .

La corriente I, del circuito 7.4b viene dada por

= Vag(0)

I, = .
f2 Z;+ Zp (7 3)

donde Zp es la impedancia del circuito pasivado visto desde los terminales
A-—B.

Pero al pasivar Vy la corriente Ij, es igual a la que circulaba antes de
colocar la fuente de prueba, es decir la corriente por Z; de la figura 7.2.
Por lo tanto podemos utilizar el circuito equivalente de la figura 7.4b para
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CLA CLP

(a) Fuente de prueba pasi- (b) Todas las fuentes pasivadas
vada. menos la de prueba.

Figura 7.4: Resolucién aplicando superposicién.

calcular la corriente I;, ya que ill = TZQ = 1;, entonces

T Vap(0)
' T Zi+Zas

(7.4)

Para obtener Zap podemos hacer Z; = 0, con lo cual se observan dos
cosas:

1. primero que la corriente Tll de la figura 7.4a es la corriente de corto
circuito de los terminales A — B del circuito original, que por ser igual
a Il2

P Vag(0)

CcC bl 7.5
Zon (7.5)

2. y segundo que la impedancia Zap es, por definicién, la impedancia de
salida del circuito de la figura 7.4b, es decir el cociente entre la tensién
y corriente de salida con las demads fuentes pasivadas.

Combinando ambas observaciones tenemos que Zap es igual a la impedancia
de salida del circuito de bornes A — B y viene dada por

Tap = —2BV (7.6)
CcC
A esta impedancia Zap se la llama impedancia de Thevenin Zty, v a la
fuente de pruebas Vap(0) se la llama fuente de Thevenin, y en conjunto
pueden utilizarse como circuito equivalente en los bornes A — B para el
célculo de la corriente de carga I;, es decir

- Vi
L =———, 7.7
'S 7 7 (7.7)
con
Vrn = Vag(0) (7.8)
Vag(0) V
Zomy, — YAB(O) _ Vo (7.9)
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7.2. Teorema de Norton

7.2.1. Equivalente Thevenin-Norton

7.2.2. Aplicacién sucesiva Thevenin-Norton
7.3. Teorema de sustituciéon, o teorema de Miller

Una rama cualquiera por la cual circula una corriente I y cae una tension
V, puede ser reemplazada por cualquier otra rama que contenga elementos
activos, pasivos o una combinacién de ambos, siempre y cuando circule por
ella la misma corriente I y tenga a sus bornes la misma tensién V.

La demostracion de este teorema es directa y se basa en la ley de Kirch-
hoff de las tensiones. La suma algebraica de tensiones en una malla no se
modifica si se suma y resta un generador ideal de igual tensién V, si los gene-
radores incorporados se conectan ambos en la misma rama tampoco se veran
afectadas las corrientes del circuito, en estas condiciones todos los elementos
de la rama que provocan la caida de tensiéon V pueden ser eliminados de la
malla junto con el generador incorporado en forma de subida de tensiéon de
valor V sin que se modifiquen las corrientes del circuito, quedando la rama
en cuestién formada solamente por el generador incorporado en forma de
caida de tensién de valor V.

7.4. Teorema de compensacion

Como una aplicacién muy comun del teorema de sustitucion surge este
teorema de compensacion. Se trata del caso de un circuito que contiene
una impedancia variable como carga, donde el cidlculo de la variaciéon de
corriente que provoca la variaciéon de esta impedancia es de interés. Mediante
este teorema el calculo puede hacerse sin necesidad de recalcular el circuito
completo.

Sea una impedancia Z variable en torno a un delta, si se reemplaza
la variacién de esta impedancia por una fuente de tensién de forma que
compense la variacién de tensién producida, la corriente circulante por la
rama seguird valiendo lo mismo que antes de la variacién de impedancia.
Llamemos 6Z a la variacién de impedancia, I a la corriente circulante para
6Z = 0y 01 a la variacién de corriente provocada por §Z, entonces la fuente
de compensacién deberd valer Vi, = I(§Z). Si ahora analizamos el circuito
utilizando el teorema de superposicion vemos que al pasivar la fuente de
compensacion V la corriente serd I+ 61 y al pasivar todas las demés fuentes
del circuito excepto la de compensacién la corriente serd —d1I, de forma que
al actuar en conjunto con las otras fuentes la corriente total es I.

Es decir que la fuente de compensacién actuando con todas las demas
fuentes pasivadas nos permite calcular la variacién de corriente provocada
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por la variacién de la impedancia Z

—V, —167Z

oI = =
Z+0Z+Z, Z+Z+1Z,

(7.10)

donde Z, es la impedancia de salida del circuito visto desde los bornes de
Z.

7.5. Teorema de reciprocidad

En un circuito lineal con una sola fuente la relacién entre la excitacién y
la respuesta se mantienen al intercambiar las posiciones dentro del circuito de
la excitacién por la respuesta. Para demostrarlo podemos recurrir al método
de las corrientes de malla.

Sea V; la fuente de tensién en la rama ¢, que produce una corriente
I; como respuesta en la rama j, la relacién entre ambas viene dada por la
impedancia de transferencia Z;; de tal forma que:

I =1 = Vi 11
Aij J = J AZ (7 )

si ahora trasladamos esta fuente a la rama j, la corriente que produce en la
rama ¢ segun la impedancia de transferencia Z;; serd:

- Aji o
A, L =1 A, V; (7.12)
si comparamos las ecuaciones de las corrientes I; e Tj vemos que solo se
diferencian por el determinante sustituto de las respectivas impedancias de
transferencia, A;; y Aj;. Pero en una matriz simétrica, como es el caso de la
matriz de impedancias, los determinantes de la fila y columna intercambiada
son iguales !, es decir A;j = Aj;, y por ende la corriente generada en la rama
i serd igual a la corriente que antes se generé en la rama j, I; = Tj.

Las corrientes desarrolladas en las otras ramas del circuito para uno
y otro caso no son necesariamente iguales, puesto que las impedancias de
transferencias entre ramas diferentes no se mantendran iguales.

El mismo teorema de reciprocidad puede aplicarse en circuitos que con-
tengan una sola fuente de corriente.

d11 a (&
'sea Z=| a daa b
c b ds3
el adjunto del elemento i = 2,j = 3 es Agz = — ‘ di1 Z y el adjunto del elemento

d11 C

i—3,j—2€SA32——‘ a b :—(dnb—ac):Azg.
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7.6. Teorema de Millman

El teorema de Millman establece que varios generadores reales de ten-
sién a circuito abierto Vg e impedancia interna Z conectados en paralelo
pueden ser remplazados por uno equivalente de tensién Vs en serie con una
impedancia Zjs, con

N V;
7y = (7.13)

Zy = <ZN: z;1> (7.14)

La demostracion de este teorema puede hacerse facilmente representando
cada generador real por su equivalente de Norton y después de agrupar todas
las impedancias y generadores reemplazarlo por su equivalente de Thevenin
como se muestra en la figura. 7.5.

Z, VA Zy Z,
B = D _ ? e D
Vg, In, Iy, Iy,
Zy
= iNeq D ZNW = VM

Figura 7.5: Teorema de Millman.

Si la tensioén a circuito abierto del generador i-ésimo es V¢, y su impe-
dancia interna Z; entonces la corriente de Norton serd

d (7.15)

luego todas las corriente de Norton en paralelo dardn como resultado una
corriente total equivalente

N
Iy, => Iy (7.16)
y la impedancia sera el equivalente paralelo de las anteriores
Zy,, = % (7.17)
27
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Finalmente, el circuito equivalente de Norton obtenido se pasa a su equi-
valente de Thevenin con tensiéon

Vi =1yn,,Zn,, (7.18)
Zy = Zy,, (7.19)

y llevando la (7.16) a la (7.19) se obtiene la (7.14).

7.7. Teorema de transferencia de potencia maxima

La potencia activa transferida a una carga Zcarga depende del valor de la
carga frente a la impedancia de salida del circuito o generador real al cual
esta conectada dicha carga.

7.7.1. Carga resistiva pura

Supongamos una carga resistiva pura Rcarga conectada a un circuito con
impedancia de salida Z,. Modelando el circuito mediante su equivalente de
Thevenin como en la figura 7.6 (recordando que Zty, = Z,) tendremos que
la corriente por la carga serd

Z,

|
% Icarga Rcarga

Figura 7.6: Carga resistiva pura.

CLA

; Vo Vrn
carga — -
8 Zo + Rearga \/(Ro + Rearga)? + (Xo)?

/0 (7.20)

donde Z, = R, + jX,. Luego, la potencia activa disipada en la carga sera

(VTh ) 2 Rcarga

j— 2 -
P = (Icarga> Rearga = (Ro + Rcarga)2 + X3
o

(7.21)

En la figura 7.7 se grafica (7.21), donde se ve que si Rcarga — 0 la potencia
P — 0, y si Rearga — 00 también la potencia P — 0, ya que la corriente
Icarga — 0, por lo que la potencia activa pasard por un valor maximo.

El valor de resistencia que disiparéd la maxima potencia puede obtenerse
derivando P respecto de la Rcarga y buscando el valor de Rcarga que anule
esta derivada

dpP
dRcarga

(Ro + Rcarga)2 + Xg - 2Rcarga(R0 + Rcarga)
((RO + Rcarga)2 + (X0)2)2

— (Vim)? =0 (7.22)
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Rcarga

Figura 7.7: Potencia activa versus resistencia de carga.

de donde operando se tiene
(Ro)® + (Xo)? — (Rearga)® = 0 (7.23)
o bien
Rearga = \/ (Ro)? + (Xo)? = |Zo| (7.24)

es decir que con una carga resistiva pura se logrard transferir la potencia
maxima si el valor de esta resistencia es igual al médulo de la impedancia
de salida del circuito alimentador.

7.7.2. Carga genérica

Si la carga contiene una parte reactiva, Zcarga = Rcarga £ JXcarga, 12
corriente sera

T _ VTh
corea Zo + anrga
= Vrn

Icarga =
\/(Ro + Rcarga)2 + (Xo + Xcarga)2

(7.25)

/01 (7.26)

para maximizar esta corriente la parte reactiva de la impedancia Zcarga debe
ser igual en médulo pero de signo opuesto a la reactancia de la Z,, tal que
(Xo £+ Xcmga)2 = 0. Luego, la potencia sera

(VTh ) 2Rcarga

P = (Learga)’ Rearga = m

(7.27)

que, haciendo el mismo andlisis que para (7.21), P serd méxima cuando
Rcarga = Ro-

Por lo tanto, para lograr transferir la maxima potencia a una carga
genérica, su valor deberd ser igual al conjugado de la impedancia de salida
del circuito

anrga = Z:; (728)
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Carga genérica con reactancia fija

Si se tiene una carga genérica cuya parte reactiva no puede ser modificada
entonces en general no se podra conseguir que su valor sea igual al conjugado
de la impedancia Z,, por lo que la potencia que lograra transferirse no sera
la maxima. En estas condiciones, la carga que logra transferir la maxima
potencia posible se obtiene considerando su parte reactiva como parte de la
impedancia de salida del circuito alimentador, y su parte resistiva igual a

Rcarga - ‘Zo + charga|- (729)

Carga genérica con resistencia fija

Si la carga tiene su parte resistiva fija tal que solo puede elegirse la parte
reactiva que maximize la potencia transferida, igual que en el caso anterior
no se logrard elegir Zcarga = Zj para asegurar maxima transferencia de
potencia. En este caso se logrard maximizar la potencia transferida eligiendo
una carga cuya parte reactiva sea de igual médulo y signo opuesto a la parte
reactiva de la impedancia de salida del circuito alimentador

charga = _on- (730)

7.8. Transformaciéon estrella - triangulo

Un circuito genérico con N ramas (o nudos) puede ser particionada en
dos diferentes configuraciones béasicas, de tres ramas cada una. Estas parti-
ciones o configuraciones elementales reciben distintos nombres segiin el 4mbi-
to de uso. Por ejemplo en sistemas trifasicos se llaman estrella y tridngulo, en
teoria de cuadripolos se conocen como Delta y Pi, etc. La configuracién es-
trella se obtiene interconectando las tres ramas a un punto comun, mientras
que la configuracién tridngulo se forma conectando una rama a continuacion
de la otra (figura 7.8). La transformacién entre una y otra configuracion es
de interés porque permite modificar la topologia del circuito, lo cual aporta
diferentes beneficios en el andlisis y disefios de sistemas. Esta transformacion
recibe el nombre de Teorema de Kenelly, o transformacion estrella-tridngulo
o transformacién Y-A, y se basa en la equivalencia entre cuadripolos.

7.8.1. Cuadripolos equivalentes

Dado un circuito con varios elementos pasivos, y definidos unos bornes
de entrada y unos bornes de salida del circuito, si se modifica la topologia de
forma tal que al conectar dos fuentes genéricas a los bornes de entrada y sa-
lida del circuito original y el modificado las corrientes de entrada y salida no
cambian, entonces los circuitos son equivalentes. Esta equivalencia es valida
desde los bornes de entrada y salida hacia “afuera” del circuito, es decir, las
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Zg
% “ Z Z
Z2 A C
Estrella Triangulo
If Il
Z1 Zg ZB
Z Zx Zc
YoT Aoll

Figura 7.8: Configuraciones equivalentes Estrella, Y o T’; y Tridngulo, A o II.

corrientes de entrada y de salida no cambiardn pero si pueden cambiar otras
corrientes “internas” que no se ven desde los bornes de entrada y de salida.
En la figura 7.9 se ve esquemadticamente esta equivalencia, donde Z,, repre-

A C A C
L I (O T PR I P
Vit Z,, D Ve =V (2 4+ WAL

B D B D

Figura 7.9: Cuadripolos equivalentes.

senta los diferentes elementos que conforman, en diferente configuracién, al
circuito original y modificado. Esta representacion circuital se conoce con el
nombre de cuadripolo, y se utiliza para analizar el circuito desde sus bornes
de entrada y salida y su interaccién con los elementos externos.

Para representar esta equivalencia mediante parametros, analicemos el
cuadripolo de la figura 7.9 por superposicién. Llamando I;; e Iy a las co-
rrientes de entrada y salida debidas a la fuente V respectivamente (con Vo
pasivada), los cocientes entre la tensién aplicada Vi y cada una de estas
corrientes determina un parametro del cuadripolo

\Y% \Y%
L=z L =Zu (7.31)
Iy Iio
donde Z; se llama impedancia de entrada del cuadripolo y Z.19 impedancia
de transferencia entrada-salida. ~
Considerando ahora la fuente Vi (con V; pasivada) tendremos las co-

rrientes Isg e Isq en la salida y en la entrada del cuadripolo respectivamente,
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y los cocientes definidos como antes seran

\% \%
=2 = Zy; =2 = Zyy (7.32)
I Iy

donde Z, es la impedancia de salida y Zi21 la impedancia de transferencia
salida-entrada. Puede demostrarse facilmente que para circuitos bilatera-
les la impedancia de transferencia entrada-salida es idéntica a la de salida-
entrada, Zi12 = Ziro1, y se llama simplemente impedancia de transferencia.
Luego, la corriente de entrada con ambas fuentes activas sera I, =1 +Tgl,
y la de salida Iy = I;o + Ip. Por lo tanto para lograr que en la entrada y
salida de ambos cuadripolos circulen idénticas corrientes cuando se excitan
con las mismas fuentes se debe cumplir que la impedancia de entrada, impe-
dancia de transferencia e impedancia de salida sean iguales. En particular,
para que las configuraciones de la figura 7.8 sean equivalentes, la impedancia
de entrada, salida y transferencia deben ser iguales. Calculando estas impe-
dancias de una configuracién y poniéndola en términos de la otra se tiene la
transformacién buscada.

7.8.2. Impedancias de entrada, salida y transferencia

Para calcular las impedancias de entrada, salida y transferencia de las
configuracién estrella podemos aplicar el método de las corrientes de las
mallas como en la figura 7.10 y luego pasivar cada una de las fuentes de
excitacién. De la figura se tiene

A 7, Zs C
— N
V. ¢ I L A v
1 - Z2 - 2
B D

71+ 75 Zs il vl
=12 7.33
Zs Zo + 73 [IQ] [Vg] ( )
de donde
- - Ay o Agg
ILL=Vi—+Vy— 7.34
1 1 Ay + 2AZ ( )
- - A - A
I, = \71ﬁ + Vgﬁ (7.35)

Ag, Ag,
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pasivando la fuente Vs se tendran las corrientes de entrada y salida debido
a la fuente V1, que en la seccién 7.8.1 llamamos I11 e I;5 respectivamente

I,=V;— i

11 A, (7.36)
= VAT
I, =V — .

12 A, (7.37)

es decir que la impedancia de entrada y de transferencia de la configuracion
estrella vienen dadas por

Az InZo+ 7173+ 7573

Z; = = 7.38
Aqq Zy+Zs (7.38)
A YAV/ YAV/ yAY/
T — z _ L1lo+ Inds + Lol (7.39)
AP —Z

De igual forma, pasivando ahora V| se obtienen las corrientes de salida y
de entrada debido a Vs, y de estas la impedancia de salida’
WY AV AR VAR AYE
Aoy 7, +Zs '

Operando ahora con el circuito en configuraciéon tridngulo de la figura
7.11 se tiene

Z,

(7.40)

A VAR C
Y 7N ¥ _ N\
v, bz, Lz o9,
B D

Figura 7.11: Anaélisis de la configuracion tridangulo por método de mallas.

Za ~Za 0| [T Vi
—ZANZpa+7Zg+Zc Zc| |Ii| =10 (7.41)
0 ZC ZC TQ V2

de donde las corrientes de interés son I; e I solamente. Desarrollando de
igual forma que para la configuracién estrella se tiene

Az VYAVA:
Z; = = 7.42
YA Za+Zp (7.42)
A
- ATZ?, - 7Zp (7.43)
Az ZpZc
Z = 7.44
" Ass  Zp+Zc (7.44)

2Ya que como se menciond la impedancia de transferencia es idéntica a la calculada

pasivando Va.
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Finalmente, para que los cuadripolos sean equivalentes se debe cumplir que

Za7Zgp

2y + 72073 + 1273

ZA+ZB_

Zo+ 73
2y + 7473 + 1273

Zg
ZnZc

Z,

AV IR AV AR YA

Zp +Zc

VAR

(7.45)
(7.46)

(7.47)

de donde despejando la impedancia correspondiente se puede construir la

tabla 7.1

Transf. Y— A

Transf. A =Y

21Z5+7,7347573
Zg

7y =

Z21Z9+71Z3+7Z>7Z
Zp = 4 2+ %23+ 243

_ Z1Zo+7173+7-7:
Zo = L4122 %13 2723

_ ZpZp
Z, = Za+Zp+Zc

Zo = ZpZc

Zs = ZpZc

ZA+Zp+Zc

ZA+Zp+Zc

Cuadro 7.1: Relaciéon entre impedancias para

equivalentes.

configuraciones

estrella-tridangulo
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Ejercitacion



Capitulo 8

Resonancia

En ingenieria se conoce con el nombre de resonancia a un particular
efecto relacionado con el intercambio energético entre los elementos almace-
nadores de energia, que ocurre cuando la frecuencia de excitacién coincide
con la llamada frecuencia natural o de resonancia del sistema. Para que la
resonancia tenga lugar el sistema en cuestién debe contener elementos que
almacenen energia en contra fase, como un capacitor y un inductor en un
sistema eléctrico, o una masa y un resorte en un sistema mecanico. La fre-
cuencia de resonancia de un sistema depende de los elementos almacenadores
de energia que lo componen.

8.1. Circuito RLC serie

Si se alimenta un circuito serie RLC con una fuente de frecuencia w
variable, los valores de las reactancias inductivas y capacitivas varian en
funcién de la frecuencia. Es decir, la impedancia Z(jw) compuesta por

1
Z(jw :R—I—‘wL—':R+'<wL—) 8.1
(Jw) J e j e (8.1)
se modifica mientras varia la frecuencia de excitaciéon. Observando la parte
reactiva de (8.1) vemos que para algun valor de w = wy los médulos de las
reactancias serdn iguales

1
L=—— 8.2
wo WOC ( )
con lo que se anulard la parte reactiva de (8.1).
Despejando wy de la igualdad (8.2) obtenemos
1 1

wo= fo= VIC (8:3)

con wy = 27 fy. Como L y C son siempre positivos, de (8.3) se sigue que
siempre existe una frecuencia real que satisfaga (8.2), es decir que anule

195
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la parte reactiva de un circuito RLC serie. La frecuencia wy que produce
la anulacién de la parte reactiva de un circuito se la llama frecuencia de
resonancia.

A la frecuencia de resonancia la impedancia total equivalente del circuito
se hace Zo = R, entonces el fasor de corriente I aparece en fase con el fasor
tension de alimentacién V, y el circuito tendra en resonancia un factor de
potencia fp =1 (cosp = 1).

Desde el punto de vista fisico, que se anule la parte reactiva de la im-
pedancia equivalente de un circuito significa que ya no se produce un in-
tercambio de energia entre la fuente de excitacion y el circuito, sino que el
intercambio ocurre internamente en el circuito entre los elementos reactivos.
Este intercambio se realiza de forma que cuando la energia en el inductor
es maxima, en el capacitor es cero y viceversa, manteniéndose constante la
energia total almacenada.

8.1.1. Variacién de la impedancia

En la figura 8.1 podemos ver la variaciéon de cada pardmetro de impe-
dancia en funcién de la frecuencia. La resistencia R se mantiene constante
mientras que las reactancias inductiva y capacitiva, y el médulo de la impe-
dancia |Z(jw)| varian a lo largo de todo el eje de w. Para frecuencias bajas
y menores a la frecuencia de resonancia, vemos que el médulo de la reactan-
cia inductiva es menor que el médulo de la reactancia capacitiva, esto hace
que el argumento de Z(jw) sea negativo, como se observa en la figura 8.2,
y el circuito presenta caracter capacitivo. Para frecuencias mayores a wqg la
reactancia inductiva se hace mayor que la capacitiva y el circuito adquiere
caracter inductivo.

Q)
|Z|
Zo =R
// XL
R -
|
[ Xc
|
!
wo w

Figura 8.1: Variacion de las parametros de impedancia de un RLC serie en funcion
de la frecuencia.

También puede observarse en la grafica de la figura 8.1 que en el punto
de resonancia el médulo de la impedancia pasa por un minimo de valor R.
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En este punto la corriente del circuito tendra su méximo médulo ya que

7 VI
T=1 (8.4)
y en nuestro caso |V| es constante. En el caso limite de R — 0 el médulo
de Z también tendera a cero y el de la corriente a infinito. La variaciéon de
corriente con la frecuencia se verd en mayor detalle en la seccién 8.1.2, con
el anéalisis de las admitancias.

En la figura 8.2 vemos que el argumento de Z(jw) pasa por cero en
resonancia, es decir que Zg es un nimero real puro. Ademaés se observa que
el cambio de signo en el argumento serd mas abrupto cuanto menor sea el

valor de R, en el caso limite de R — 0 el argumento pasarda de —90° a 90°

en w = wy.
| R disminuye [~
~
™ R aumenta

Pz

[ME]

vl
|
|
&
€
()
€

Figura 8.2: Argumento de la impedancia de un circuito resonante serie en funcién
de la frecuencia.

Un analisis fasorial a diferentes frecuencias alrededor de resonancia puede
verse en la figura 8.3. Para w < wy la tensién esta atrasada respecto de la
corriente, por el cardcter capacitivo del circuito a estas frecuencias. Para
w = wy los fasores de tensién V¢ y Vi, tienen igual médulo pero con 180°
de desfasaje, por lo que su suma es nula. Los fasores tensién aplicada y
corriente total estdan en fase. La caida de tensién en R es por ende igual a
la tensién aplicada, Vi = V. Por tltimo, para w > wy la tensién adelanta
a la corriente por el cardcter inductivo del circuito a estas frecuencias.

8.1.2. Anadlisis de admitancias

El médulo de la corriente es el producto del fasor tensiéon por su admi-
tancia equivalente |I| = |V||Y], si se mantiene |V| = cte la variacién del
modulo de la corriente serd idéntica a la variacion del |Y (jw)|.

Para graficar Y (jw), definida como la inversa de la impedancia Z(jw),
debemos conocer su médulo y argumento

11
Z(jw)  |Z|ppz

Y (ju) = = il (8.5)
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Vi = Wil Vi
_ _ _ = V. V¢
\% :RI“ - Vg | Vo -
L > T L > T I
\J _ _ Vv VR
~ Vo=l
v C
w < wo w = wop w > wo

Figura 8.3: Diagrama fasorial de un circuito serie RLC para w < wg, w = wgy y
w > wo.

es decir
1
Y= — (8.6)
|Z|
Yy = =¥z (8.7)

La figura 8.4a corresponde a la grafica de mdédulos de admitancias con
distintos valores de resistencia de un circuito resonante serie. En el punto
de resonancia w = wy la corriente toma su maximo valor y es limitada sélo
por la resistencia, por lo tanto cuanto menor es el valor resistivo, mayor es
este maximo.

o) Y

rol3

_ R disminuye

R disminuye

Ve

R|aumenta

wo w

4
|
|
Y| |
|

\
\
LY

R aumenta

(a) (b)

Figura 8.4: Variacion de la admitancia en médulo y argumento de un circuito
resonante serie para distintos valores de resistencia.

8.2. Sobretension en circuitos serie resonantes

Ciertos valores de impedancias en circuitos resonantes serie producen un
fenémeno muy particular al variar la frecuencia, este fenémeno se da cuando
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el médulo de la impedancia total se hace menor al médulo de las reactancias
inductiva o capacitiva. Como el médulo de la tensién aplicada es igual al
producto del médulo de la impedancia por el médulo de la corriente, y el
modulo de la caida de tensién en el inductor o el capacitor es otra vez el
producto del médulo de su impedancia reactiva por el |T\, entonces si para
algunos valores de frecuencia el |Z| se hace menor al | Xy | o al |[X¢| se tendra

1|Z] < |1||X| (8.8)
V| < [Vx]

y habra sobretension en el inductor o en el capacitor, segtin sea la frecuencia.

Un analisis mas detallado puede hacerse con la ayuda del grafico de los
moédulos de las impedancias, eligiendo valores de resistencia, inductancia
y capacitancia adecuados para lograr la sobretensién. En la figura 8.5 se
grafica esta situacién. Como se ve, el |Z| es para algunas frecuencias menor
a los moédulos de las reactancias. Analicemos cada elemento por separado

Q
\ Xo X1,
sobretensién en C < o
[~ —> sobretensién en L
| |
| |
| | |
| | |
R | e |
I o~
| | 1>~ ZO
| | |
Wy wo Wh w

Figura 8.5: Mo6dulos de impedancias de un circuito con sobretension.

empezando por el inductor.

Sea w, la frecuencia a la cual el médulo de la impedancia total se ha-
ce igual al médulo de la inductancia (figura 8.5), entonces de la igualdad
|Z(jwa)| = wal

2
\/R2 + (waL — wlC') = w, L (8.10)

despejamos w;y

(8.11)

RN

En w = w, el |Z] se cruza con el |Xy,|, es decir que en este punto el médulo de
la caida de tensién en el inductor serd igual al médulo de la tension aplicada.



200 CAPITULO 8. RESONANCIA

Para frecuencias mayores a wa, el |V | serd siempre mayor al [Vr| y habra
sobretension en el inductor.

Si 2%—]%2 = 0 entonces la ecuacion (8.11) tiende a oo, lo que significa que
no habra sobretensién a ninguna frecuencia. El valor critico de resistencia
que inicia la sobretensién en el inductor es entonces

L
c — 2—
k \/ C

y para todo valor de R < R, habra sobretension en L.
Haciendo el mismo anélisis ahora sobre el capacitor en la frecuencia wy,
tenemos que
1

|Z(jwr)| = o (8.12)

y despejando

Wp = (8.13)
La ecuacién (8.13) indica el valor de frecuencia para el cual los médulo de
la impedancia total y reactancia capacitiva se igualan. Esta frecuencia wy, se
indica en la figura 8.5. Para todo w < wy, hay sobretensiéon en el capacitor.

Si 2% — R? = 0 entonces la ecuacién (8.13) se hace cero, es decir que no
existe sobretension para ninguna frecuencia. La resistencia critica obtenida
de esta ecuaciéon es

Re= /22 (8.14)

idéntica a la obtenida para el caso del inductor, concluyendo que el efecto
de sobretensién aparece simultdneamente en ambos elementos reactivos y la
condicién para la existencia del mismo viene dada por la ecuacion (8.14).

En la figura 8.6 se grafican los médulos de los fasores tensién de cada
elemento, donde se ve cémo el médulo de la tensién en el capacitor V¢ es
mayor que el médulo de la tensién aplicada V desde w = 0 hasta w = wy,,
y el médulo de la tensiéon V1, en el inductor es menor que \\_/'T| hasta w = w,
v luego se hace mayor para todas las frecuencias superiores. Para los valores
de frecuencia w, < w < wy, incluso en resonancia, existe sobretensién en
ambos elementos reactivos.

8.3. Ancho de banda

Segin lo visto en la seccién anterior, la amplitud de la respuesta de
un determinado circuito ante una sefial variable depende de la frecuencia
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sobretensiéon en C < o
Q — —> sobretensi¢n en L
| |

Ve

Wa Wy Whp w

Figura 8.6: Sobretension en los elementos reactivos provocada por el valor de
R < /2L

de la senal. Esta respuesta tiene una amplitud maxima para la frecuencia
de resonancia y decrece para frecuencias fuera de la resonancia. A medida
que la frecuencia de la senal se aleja de la de resonancia la amplitud de la
respuesta disminuye, pero sin llegar nunca a ser nula. A los fines practicos
es util definir una frecuencia de excitacién a partir de la cual la amplitud
de la respuesta puede no ser adecuada para el funcionamiento del sistema.
Esta frecuencia se conoce como frecuencia de corte y se elige en términos de
potencia, de forma tal que superando esta frecuencia de corte (o por debajo,
segun la configuracion del circuito) la potencia de la respuesta es menor a un
valor determinado. El valor elegido para establecer la frecuencia de corte es
la mitad de la méxima potencia que puede transferir el sistema a cualquier
frecuencia, llamado normalmente potencia mitad.

Luego, se define como ancho de banda de un circuito al rango de fre-
cuencias dentro del cual una senal disipa una potencia mayor o igual a la
potencia mitad. Es decir, sean wy y wo las frecuencias de corte inferior y
superior respectivamente el ancho de banda AB se define como

AB = wy —wq. (8.15)

8.3.1. AB en circuito RLC serie

Para determinar el ancho de banda de un circuito RLC serie debemos
primero conocer la potencia méaxima que la corriente puede transferir al
variar la frecuencia de excitacion, para calcular luego la potencia mitad.
Analizando la respuesta en frecuencia' de la figura 8.4a vemos que el médulo
de la corriente es maximo para w = wy, por lo tanto la méxima disipacion

LA la relacién entre la frecuencia de excitacién y la respuesta de un sistema se la llama
respuesta en frecuencia, la figura 8.4a por ejemplo muestra la respuesta en frecuencia de
corriente de un circuito RLC' excitado por una fuente de tensiéon de médulo constante, ya
que [I] = [V][Y].
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de potencia tiene lugar a la frecuencia de resonancia wy?
Pusx = |To*R. (8.16)

Si llamamos P a la potencia mitad e Iy a la corriente que disipa esa potencia

tenemos

Pméx _ ‘TO‘QR
2 2

Py = = |L>°R (8.17)

de donde
L =% (8.18)

es decir que la corriente que logra disipar la mitad de la potencia maxima
tiene un médulo v/2 veces menor al de la corriente Iy que disipa la potencia
méxima. En la figura 8.7 se muestra el ancho de banda de un circuito RLC
serie, donde se muestran los valores de frecuencia para los cuales se tiene

. , I
una corriente de modulo ‘—\/%'

A

Tol =~

0,707|To| == ARNK -~~~ -

Figura 8.7: Respuesta en frecuencia y ancho de banda de un RLC serie.

Segun (8.18), el médulo de la corriente en los puntos de potencia mitad
es /2 veces menor que la corriente maxima, por lo tanto a esta frecuencia
el médulo de la impedancia serd v/2 mayor que en resonancia, |Zs| = v/2R.
Por trigonometria podemos concluir que para lograr dicho aumento en el
moédulo de la impedancia la parte reactiva debe ser igual en médulo a la
parte resistiva del circuito

R= ’wL - (8.19)

1‘
wC|’

2Notar que al modificar la frecuencia de excitacién del sistema se modifican las partes
reactivas de todo el circuito, tanto de los elementos considerados carga como de sus im-
pedancias internas. Si se analiza el circuito mediante su equivalente de Thevenin a bornes
de la carga, a la frecuencia de resonancia la impedancia de salida sera igual al conjugado
de la impedancia de carga, por lo tanto a esa frecuencia se lograra transferir la méxima
potencia.
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La igualdad (8.19) se cumple para dos frecuencias distintas: una menor a
la de resonancia wy < wgp, donde la impedancia total equivalente tendra
caracter capacitivo, y we mayor a wy, que corresponde a la Z de caracter
inductivo.

Para w = w1 < wy la reactancia total equivalente es de caracter capaci-
tiva, entonces podemos escribir la igualdad anterior de forma

1
R=——wlL 8.20
wlC w1 ( )

y operando se obtienen dos valores que cumplen con (8.20)

R R\* 1

de los cuales el valor mayor a cero sera la frecuencia de corte inferior o
frecuencia inferior de potencia mitad buscada.

Mediante un anélisis similar, para w = ws donde el circuito es de caracter
inductivo, se obtiene

1
R=wy L — —— 8.22
w2 (,UQC ( )
de donde
R R\? 1

y el valor mayor a cero de éstos corresponde a la frecuencia de corte superior
o frecuencia superior de potencia mitad.
Luego, el ancho de banda de un RLC' serie es

AB =wy —w; = % (8.24)

Observando las ecuaciones (8.21) y (8.23) se ve que sélo hay una dife-
rencia de signo, por lo que de

R R\? 1

se obtienen las dos frecuencias de corte, superior e inferior.
La relacién entre las frecuencias de potencia mitad y la frecuencia de
resonancia puede verse facilmente haciendo el producto entre wi y wo

L
LC

es decir que wy es la media geométrica de wy y wo

Wy = VWi1w9o. (8.27)

wiwg = = Wi, (8.26)
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8.4. Factor Q)

En un circuito resonante se define Qg como un factor representativo
de las caracteristicas energéticas del circuito. Este factor viene dado por el
cociente entre la energia maxima almacenada y la energia disipada por ciclo,
por una constante de normalizacién 2w

Energia maxima almacenada

Qo =2m : (8.28)

Energia disipada por ciclo

como en resonancia la energia méxima almacenada en el inductor es igual a
la energia maxima almacenada en el capacitor, se puede usar una u otra en
el célculo de Q.

8.4.1. Calculo de )y en RLC' serie
La energia instantanea almacenada en el inductor es
1 . 2
w(t) = §L(2L) (8.29)
tomando su maximo valor cuando la corriente i, sea maxima

1 2
WLméx = iL(‘[Lméx) (830)

y en el capacitor

1 1
we(t) = §C(Uc)2 = We = §C(chéx)2. (8.31)

La energia instantanea disipada es

wr(t) = R / (ir)? dt = % / (o) dt, (8.32)

si suponemos una corriente por ig = Ig
ciclo en términos de la corriente seré
I2

TR 5 1
Wgr = R/ —méx 4 _—mdx oog(2uwpt) | dt = = R(Ig
0 2 2 2

cos(wot), la energia disipada por

max

’T, (8.33)

méx)

con T = i—’r el periodo de la senal en resonancia. Luego, llevando (8.30) y
) 0

(8.33) a (8.28)

wOL(ILmax)2

QOZ R(IR 2

(8.34)
méx)
si se trata de un circuito serie la corriente por R y por L serd la misma,
entonces el (g de un RLC' serie queda

woL

Qo= (8.35)
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1

Qo = RO’

(8.36)
ya que en resonancia wol = wo% Es decir que de (8.35) y (8.36) vemos
que el factor Qg estd dado por el cociente entre la reactancia inductiva o
capacitiva en resonancia y la resistencia R

X, _ Xc
= —=— 8.37
Q=7=7 (8.37)
y si observamos la (8.34), se ve que este factor es también igual al cociente
entre la potencia reactiva y la potencia activa

Qo="=% (8.38)

ya que la potencia reactiva en el inductor o en el capacitor es Q = X1,I% =
XcI?, y la potencia P = RI?.

8.4.2. Calculo de @)y en RLC paralelo

De igual forma podemos poner la energia disipada por ciclo en términos
de la tension en R

T (VRméx ) 2

Ve o R

(8.39)

y utilizando la energia maxima almacenada en el capacitor (8.31) para el
célculo de @y tendremos

wORC(VCméx )2
Qo= —7
(VRméx )

Si consideramos un circuito RLC paralelo, la tensién en R sera igual a la
tensién en C', por lo tanto el factor Qg de un RLC' paralelo es

(8.40)

R
Qo = woRC = ool (8.41)

Aniélogamente al circuito RLC serie, el factor Qg de un circuito RLC parale-
lo puede calcularse como el cociente entre la susceptiva inductiva o capacitiva
y la conductancia G = %

Qo= ¢ = L, (8.42)
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8.4.3. Factor ()y como factor de sobretension

Multiplicando y dividiendo a (8.37) por el médulo de la corriente, se
puede poner a @ en término de las tensiones en L (o en C) y en R

_ Xl _ M

Qo=—177= " (8.43)

y observando que la tensién en la resistencia de un RLC' serie en resonancia
es igual a la tension aplicada Vp = VR tenemos

v Ve

QO:W_VT

(8.44)

es decir que el médulo de la tensién en resonancia a bornes de los elementos
reactivos puede obtenerse a partir del factor Qg

VL =Vo =QoVr. (8.45)

En (8.45) se ve que si Qg > 1 entonces el mddulo de la tensién en Ly en C
serd mayor al de la tension aplicada, por lo tanto habra sobretensién. Es por
esto que el factor Qg recibe también el nombre de factor de sobretension.

Notar sin embargo que Qg > 1 no es condicién necesaria para que haya
sobretensién en el circuito. Si se observa la figura 8.8a el valor maximo de
sobretensién no se da en resonancia, por lo tanto es posible que ain no
existiendo sobretensién en resonancia, si exista en otras frecuencias. Para
verificar esto hagamos un andlisis de la tensiéon de los elementos reactivos
en funcién de la frecuencia.

La tensién del capacitor en el dominio fasorial para una dada frecuencia
sera

— 1 - 1 Vg
Ve=—>1=—— 8.46
CT 500 T juC Z (8.46)

y su médulo
1 1%
VC - w T B (847)
\/R2 + (wL - %)
\%

Ve = T (8.48)

\/w2C2R2 + (%; — )2
2

con wj = % Sea w, la frecuencia para la cuél la sobretensién en el capacitor
es maxima (figura 8.8), derivando (8.48) respecto de w e igualando a 0 se
tiene

ave
dw

5 (8.49)

2 D22

R-C
—0swl=wd 1o
W=wWec
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luego, llevando (8.36) a (8.49) tenemos

1
2Q3

y llevando (8.50) a (8.48) se obtiene el valor méximo del médulo de la tension
en el capacitor

We = woy /1 (8.50)

W

Mediante un analisis similar de la tension en el inductor se tiene

Vr

R2 w? 2
ez T\t
haciendo 0 la derivada de Vi, con respecto a w se obtiene wy, a la frecuencia

para la cudl la tensién en el inductor es maxima

Vea = Qo (8.51)

VL = (8.52)

W= (8.53)
con la que se obtienen el valor maximo de V1,
1%
VLméx - Q(]irrl (854)
1 - @

que como se ve, es idéntica a la ecuacion de Vi

max

Sobretensiéon con @y < 1

Si Qo < 1 entonces la tension en los elementos reactivos en resonancia
serd menor a la tensién aplicada, lo cual, como se ve en (8.51) y (8.54),
no implica que no haya sobretensién a otras frecuencias. Por ejemplo si
Qo = 0,9, la tensién méaxima en el capacitor sera
= O,QL1 ~ 1,08V (8.55)

1- 3,24

1
= 1-— =~ 0,62wp. .
We = wWoy [ 162 0,62wq (8.56)

En la figura 8.8b se muestra la grafica de las tensiones en los elementos R, L'y
C para el caso particular de Qg = 1, y en 8.8c las tensiones correspondientes
aun Qg =0,9.

Vo

max

a la frecuencia w
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| | | |
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1 /1\ | [N I
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Figura 8.8: Mdédulo de las tensiones en los elementos de un RLC' serie para dife-
rentes valores de Q.

Para Qo = % el cociente \/162071 de (8.51) y (8.54) se hace igual a 1,
1z
lo que significa que las tensiones méaximas en el capacitor y en el inductor
seran iguales (no mayores) a V. La frecuencia para la cual V. = Vi es

max

1
we = woy [1 — =5 =0. (8.57)
V23

Para el caso de wy, si Qg = % se tiene una indeterminacién, que se salva
1

tomando limite para Qg — 7

fm w= lim ——0  — . (8.58)

1 1 1
Qoﬁﬁ Qo%% ]. — @

La figura 8.8d muestra las tensiones para un valor de Q¢ = %, donde puede

observarse que los valores méximos de tension en el capacitor y en el inductor
se dan para w — 0 y w — oo respectivamente. Para valores de Qg < %

el efecto de sobretensién desaparece. Notar que Qg = % corresponde a un

valor de R igual a la resistencia critica (8.14).
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Sobretensiéon para Qy > 1

En las ecuaciones (8.50) y (8.51) puede verse que si Qp > 1, la frecuencia

a la cual se obtiene el valor maximo de tension en el capacitor tiende a wy,
y Ve, tiende a QoVr, es decir

We|gy1 A WO (8.59)

VCméx|Q0>>1 ~ QoVr. (8.60)

Lo mismo ocurre con la tensién en el inductor y su frecuencia correspondiente

(ecuaciones (8.54) y (8.53)),

Wil g1 & Wo (8.61)

VLméx|QO>>1 ~ QoVr. (8.62)

Un valor usualmente elegido para considerar validas las aproximaciones an-

teriores es Qg > 10. En la figura 8.9 se puede ver como varian los médulos
de las tensiones de los elementos pasivos para un Qg = 10.

fe\

\%3
R Vo

1% /
We R Wy & W) w

Figura 8.9: Mo6dulo de las tensiones en los elementos de un RLC' serie para un

valor de Q¢ = 10.

8.5. Resonancia en un circuito de dos ramas

Como complemento al estudio del circuito RLC' simple presentado antes
vamos a analizar un circuito paralelo de dos ramas, una RL y una RC.
Esta configuracién permite estudiar algunos comportamientos importantes
del efecto de resonancia que no se presentan en circuitos resonantes simples.

Supongamos un circuito de dos ramas en paralelo como el de la figura
8.10, es probable que exista un valor de frecuencia para el cual este circui-
to entre en resonancia. Es decir una frecuencia wy a la cual la tensién de
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alimentacién V(jwg) = Vj esté en fase con la corriente total I(jwg) = Io.
Para que esto ocurra la parte imaginaria de la impedancia equivalente del

Re Ry
V(ijw)

C L

T

Figura 8.10: Circuito paralelo de dos ramas.

circuito (o admitancia) debe ser nula. Para averiguar si esta condicién de
resonancia es posible se debe verificar si existe algin valor real de frecuencia
que anule la parte imaginaria de la impedancia o admitancia equivalente.

Si llamamos Y; a la admitancia de la primera rama y Yo a la de la
segunda, la admitancia equivalente del circuito sera

1 1

Y=Y Y, =
TN e E R TN TR X

(8.63)

separando parte real e imaginaria

Ry, Rc . Xc XL
Y1 = — 8.64
' <R§+X§+R2C+Xg>+j<R2c+Xg mrxz) (6
luego, para I'm {Y1} = 0 se debe cumplir
X¢ X1,

= ) 8.65
R+ X% R+ XP (8.65)
Reemplazando las reactancias y operando
1
wC ___ __wol (8.66)
R% + (wo%ﬁ R? + (woL)?
1 2 2] _ 2 L
w()ic [RL + (woL) :| = woL |:RC + (m) (867)
R? L 5 1 L
— L— =w)LR —— 8.68
LC TR g TRkt D (8.68)
de donde wqy sera
1 |RE-&
L_¢ (8.69)

T VIo\ R - L

Esta es la frecuencia de resonancia del circuito de la figura 8.10. Para que
esta frecuencia exista (es decir que sea un nimero real positivo) el radicando
de (8.69) debe ser mayor que cero. Entonces si

L L
Rf—6>0 y R%—6>0 (8.70)
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o si

L L
RE-—<0 y RE-=<0 (8.71)
C C
existira una frecuencia de resonancia, de lo contrario el circuito no entrara
en resonancia a ninguna frecuencia.

Si los valores R%, R% y % son iguales, tendremos una indeterminacién
en (8.69), por lo que no se puede saber si habrd o no resonancia a alguna
frecuencia. Para analizar que ocurre volvamos unos pasos atras, supongamos

2 _ p2 _ L _ :
Ri = R¢ = # = B y reemplacemos esta constante en (8.68)

I} 1
—— +woLB = wolfB + —— 8.72
oC T B =woLp o Cﬁ (8.72)
esta igualdad se cumple para cualquier frecuencia, y como esta igualdad
implica Im {Y1} = 0 entonces para cualquier frecuencia la admitancia total
serd un numero real puro. Es decir que el circuito es resonante a todas las
frecuencias.

8.5.1. Resonancia por variacion de elementos de circuito

La condicién para resonancia dada por la igualdad (8.68) puede buscarse
también a partir de la variacién de algunos de los elementos de circuito que
intervienen. Es decir, se puede considerar el caso de una excitacién con
frecuencia constante donde la resonancia se obtiene modificando el valor de
algin elemento de circuito.

Por ejemplo, supongamos que el valor de la inductancia puede ser modifi-
cado entre 0 < L < 0o, y que la frecuencia se establece a un valor constante.
En estas condiciones, para determinar si algin valor de inductancia puede
lograr poner el circuito en resonancia despejemos L de (8.68)

L= %c [Z% +1\/Z4 — 4R%X%} : (8.73)

con Z& = R% —|—X%. Luego, para que exista un valor real de L el radicando de
(8.73) debe ser mayor o igual a cero. De lo contrario no habra ningin valor
real de L que logre cumplir con la igualdad (8.68) (y que logre la resonancia
del circuito de dos ramas).

Entonces, segin el radicando de (8.73) podemos diferenciar tres situa-
ciones

1. si Zé > 4R]%X%, existen dos valores reales de L para los cuales el
circuito entra en resonancia,

2. si Zé = 4R%X%, habra un solo valor real de L para el cual el circuito
entra en resonancia, y
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3. si Zé < 4R%X%, no habra ningtn valor de L para el cual el circuito
entre en resonancia.

Si consideramos ahora que el valor del elemento capacitivo puede modi-
ficarse entre 0 < C' < oo tendremos

1
C=2L , (8.74)

72 +\/Z} — AR2 X2

y las condiciones para resonancia seran similares a las obtenidas mediante
la variacién de la inductancia. Es decir, segiin los valores de los elementos
fijos del circuito, y por ende segin el radicando de (8.74), habrd

1. dos valores reales de C para resonancia si Zﬁ > 4R%X 2
2. un solo valor real de C' para resonancia si fo = 4R(23XE, y
3. ningin calor real de C para lograr resonancia si Zf < 4RZXE.

Tomando ahora como parametros modificables cualquiera de los resisto-
res tendremos

L
RL = \/OJQLCR% — w22 + 67 (875)
O
Ry, 1 L
fie = \/uﬂLC Twc e (870

en ambos casos se presentan dos posibilidades que dependen del radicando,
o existe un unico valor real de resistencia que logra resonancia (el resultado
positivo de la raiz), o no existe ninguno. En la préxima seccién veremos en
forma gréfica (mediante el lugar geométrico de la admitancia equivalente)
las situaciones descriptas para resonancia segin la variacién de los distintos
elementos.

8.6. Lugar geométrico

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen una pro-
piedad. La circunferencia por ejemplo es un lugar geométrico formado por
el conjunto de puntos cuya distancia a un punto fijo llamado centro es cons-
tante. Este lugar se puede representar también por el conjunto de valores
que una funcién paramétrica puede tomar al variar el pardmetro. En el caso
de analisis de circuitos se presentan muchas situaciones donde un parame-
tro del circuito puede variar, y la variaciéon de este pardmetro determina un
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lugar geométrico. Por ejemplo la variacién de una resistencia determina el
lugar geométrico de la impedancia o de la admitancia total del circuito.

El lugar geométrico de admitancia de un circuito suele ser de particular
interés porque como normalmente la tension aplicada es constante, entonces
la corriente I = VY tiene igual lugar geométrico que la admitancia.

8.6.1. Lugar geométrico de elementos en serie

Supongamos un circuito con una impedancia Z, cuya parte imaginaria
jX puede variar. Este es el caso por ejemplo de un circuito RLC serie que se
excita con una fuente de frecuencia variable. La impedancia total del circuito
sera

Z = Rcte +jX

con R constante y —oo < X < o0.

El conjunto de valores que puede tomar Z forman en el plano Z una
recta paralela al eje imaginario, que corta al eje real en R, esto es el
lugar geométrico de Z con reactancia variable. En el plano Y, este lugar
de Z representard un lugar de Y en funcién de la conductancia G y de la
susceptancia B. Para encontrar el lugar geométrico de Y tenemos que poner
el lugar de Z en términos de G y B, sabiendo que

e . B
G+jB +B ‘21 B

Z = Rege + jX = (8.77)

considerando la parte real de (8.77), ya que Rt es constante, se tiene

G

Rcte = G2 + B2

(8.78)

completando cuadrados y operando se llega a

esk) (k). o

Este es el lugar geométrico de Y, una circunferencia de radio ﬁ y centro
cte

en (ﬁ, 0). Luego, todas las admitancias Y = G + jB que cumplan con
(8.79) seran la inversa de alguna impedancia con parte real Regte, que es la
condicién impuesta en (8.78).

En la figura 8.11 se muestran los lugares geométricos de Z y Y para el
caso analizado. En 8.11a se muestra el lugar geométrico de la impedancia Z,
donde se marcan a modo de ejemplo dos valores arbitrarios de impedancia
inductiva (Z; y Z2) y un valor de impedancia capacitiva (Z3). Estos dis-
tintos valores corresponden a diferentes frecuencias de excitacion. En 8.11b
se muestra el lugar geométrico de admitancia, indicando las inversas de Z;,
Zs y Zs (Y1, Yo y Y3 respectivamente). Todas las admitancias que estén
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sobre esta circunferencia se corresponden con alguna impedancia del lugar
geométrico de la figura 8.11a. Notar que la impedancia y su admitancia co-
rrespondiente tendran un argumento de igual valor pero de signo contrario,
debido a la inversion de un nimero complejo. Es decir que si llamamos ¢ al
argumento de Zp, el argumento de su inversa Y serd —1, lo que permite
identificar facilmente una determinada admitancia a partir del argumento
de su correspondiente impedancia.

| X | B
J W aumenta J
Zy
W disminuye
pad Y;
e
e
Ve
7
s P A
Ve -
7 —
s _ =T
- Y1 | Zo
> ~ Rcte R
N
N
N
~N
N
N
N
h N
N Zs3
W aumenta Y2
W disminuye
(a) Lugar geométrico de impedancia (b) Lugar geométrico de admitancia

Figura 8.11: Lugar geométrico de impedancia Z = R + jX con reactancia
variable, y su correspondiente admitancia Y = %

La variaciéon de la frecuencia de excitacién “mueve” la impedancia (y
admitancia) equivalente a lo largo de todo el lugar geométrico. Para valores
de frecuencia muy altas el circuito sera cada vez mas inductivo, es decir que
la impedancia se movera hacia arriba en su lugar geométrico y la correspon-
diente admitancia se movera por la parte inferior de la circunferencia hacia
el origen. Para valores de frecuencias bajas el circuito serd cada vez maés
capacitivo, con lo que la impedancia se movera hacia abajo sobre su lugar
geométrico y la admitancia se movera hacia el origen por la parte superior
de la circunferencia. En esta variacién de frecuencias (barrido) el circuito
pasara por el punto de resonancia, que puede verse en el lugar geométrico
tanto de impedancia como de admitancia cuando estos cortan el eje real. En
ese punto las partes imaginarias de una y otra se anulan quedando Zg = Rcte
y Yo = Rite ’

Para el caso de un circuito RL (o RC') la variacién de la reactancia se
restringe a 0 < X < oo (0 —o0 < X < 0), con lo que el lugar geométrico
serd como en la figura 8.12.

Si consideramos ahora la variacién del elemento resistivo el analisis de
lugar geométrico de impedancia y admitancia es idéntico al anterior, man-
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X ‘B
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Zy
e
Ve
e
e
Ve
7
s P NV
Ve P
7 _
Ve —
e \901
Rcte R G
W aumenta Y2
(a) Lugar geométrico de impedancia y admitancia para X, variable.
JX jB
W disminuye
> ~ N Rcte R G
N ¥3
~N
N
N
h N
N Zs
W disminuye

(b) Lugar geométrico de impedancia y admitancia para reactancia capacitiva variable.

Figura 8.12: Lugar geométrico de impedancia Z y admitancia Y = %, con reac-
tancia inductiva y capacitiva variables.

teniendo constante la parte imaginaria de la impedancia equivalente total.
Suponiendo un RL serie cuya reactancia inductiva permanece constante ten-
dremos

¢ B
+B Gy B

Z =R+ jXete = (8.80)
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es decir
B
Xete = _G2 T B2 (881)
de donde el lugar geométrico correspondiente en el plano Y sera
9 1 \? 1 \?
o+ (5 ) = () g
( ) 2Xcte 2Xcte ( )

Este lugar geométrico es una circunferencia de radio 5 L_ vy centro en el

Xcte
punto (O, —2)(17) Todas los puntos del plano admitancia que estén sobre
este lugar tendran como parte imaginaria de su inversa un valor igual a
Xete. Por otro lado, la igualdad (8.80) también implica que la parte real de
la inversa de este conjunto de puntos satisface

G
- G2+ BY

por lo tanto el signo de R esta dado por el signo de G, con lo cuél para incluir
en el lugar geométrico sélo puntos con parte real positiva sobre el plano Z
(es decir impedancias reales), el lugar dado por (8.82) se debe restringir al
conjunto de puntos con G > 0. Con esta restriccién, el lugar geométrico
de Y resulta una semicircunferencia, cuya grafica puede verse en la figura
8.13a.

El aumento de la resistencia desplaza la impedancia equivalente sobre el
lugar geométrico hacia la derecha, de forma que su moédulo aumenta y su
argumento disminuye (tendiendo a un circuito resistivo puro). La admitancia
equivalente se mueve sobre la semicircunferencia hacia el origen, haciendo
tender su moédulo y argumento a cero.

De forma similar se obtienen el lugar geométrico de impedancia y admi-
tancia para un RC' con resistencia variable, cuyas gréaficas pueden verse en
la figura 8.13b. Los andlisis del desplazamiento de Z y Y con la variacion
de R son analogos al caso del RL serie.

R (8.83)

8.7. Lugar geométrico de elementos en paralelo

8.7.1. Circuito paralelo de dos ramas

Consideremos ahora el caso del circuito paralelo de dos ramas, que fue
analizado antes para resonancia (figura 8.10). En este caso vamos a suponer
que alguno de los elementos de circuito es variable, y a partir de esta varia-
cién determinar el lugar geométrico de la admitancia total equivalente. La
admitancia total equivalente se obtiene sumando las admitancias de cada
rama, luego si una de las ramas tiene una admitancia fija y la otra es un
lugar geométrico, la composicién de ambas (la suma) serd también un lugar
geométrico.
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D jB
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(a) Lugar geométrico de impedancia y admitancia para RL con resistencia variable.

JX JjB
-1
I Xewe ]|
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-1
I Xee T Y,
7/
7/
A Yo
oo R G
AN Zl S~ ZQ
—3X
JActe
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(b) Lugar geométrico de impedancia y admitancia para RC con resistencia variable.

Figura 8.13: Lugar geométrico de impedancia Z y admitancia Y = %

tencia variable para: (a) circuito RL serie y (b) circuito RC serie.

con resis-

8.7.2. Lugar geométrico por variacion de la inductancia

El circuito de la figura 8.14a representa un paralelo de dos ramas con
inductancia variable. La admitancia total equivalente Y sera

Yr=Y14+Y, (884)

cada posible valor de admitancia que toma la rama 2 se sumara al valor
constante de admitancia de la rama 1, obteniéndose un nuevo valor de ad-
mitancia total. El conjunto de estos valores es el lugar geométrico de la
admitancia total. Gréaficamente es muy simple construir este lugar, ya que
el valor constante de Y1 desplaza al lugar geométrico de Yo, para formar el
lugar geométrico de Y. En la figura 8.14b se muestra este lugar geométrico,
donde se indican a modo de ejemplo algunos posibles valores que la admi-
tancia total equivalente puede tomar. Por ejemplo, el valor sefialado como
Y, es el valor que toma la admitancia total cuando la admitancia Yo se
anula, es decir cuando L — oc.
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Y, Y, B
\/ + RC RL YTl :Yl
A\ FIm{Y1} -+
—jXc 4 jXy - KY“ /
T T Yo Y, G
Y7
(a) (b)

Figura 8.14: Lugar geométrico de circuito paralelo de dos ramas con L variable.

Como puede observarse el lugar de admitancia total de la figura 8.14b
corta al eje real en dos puntos, es decir que en estos puntos la admitancia
total equivalente es un nimero real, lo que indica que el circuito esta en
resonancia. Estos dos valores diferentes de admitancia (Y, y Y1/ ) se logran
con dos valores diferentes de inductancia, valores para los cuales el circuito
entra en resonancia. Esta situacion es posible siempre que el radio del lugar
de Y2 sea mayor que la parte imaginaria de la admitancia Y, es decir

1
Im{Y — .
m{ 1}<2RL (885)
Xc 1
< . 8.86
R+ X2 2Ry (8.86)
De igual forma si
Im{Y:} = — (8.87)
m = — .
! 2Ry,

también es posible lograr resonancia pero para un tnico valor de L, ya que
el lugar se hace tangente al eje real. Luego, si

1
Im{Y} > SRL (8.88)
no habré posibilidades de que el circuito de dos ramas entre en resonancia
para ningin valor de L. En la secciéon 8.5 se determinaron estas mismas
condiciones en términos del radicando de (8.73). En los lugares geométricos
de la figura 8.15 se muetran los casos de resonancia para un tnico valor de
L y de no resonancia.

Ejemplo 8.1: Determinar los valores de Ry, que hacen que el circuito de la
figura 8.16 no entre en resonancia al variar la inductancia entre 0 < L < oo.
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jB JB
Yr, =Y
Y, =Y . 1 !
]Im{Yz} - /\ / ]Im{Yz} /u
/ /
/ /
/ /
Y, G G
(a) (b)

Figura 8.15: Lugar geométrico de circuito paralelo de dos ramas con L variable.
En (a) se muestra el caso que existe un unico valor de L para resonancia, y en (b)
el caso donde no existe ningin valor de inductancia que logre la resonancia, ya que
el lugar no corta el eje real.

Y Y

1092 RL Yl

w = 1000744 70,05 = /U
T 100pF L _
T
T 0,05 G

|
Yo

(a) (b)

Figura 8.16: Lugar geométrico de admitancia con inductancia variable.

El lugar geométrico de admitancia correspondiente puede verse en la
figura 8.16b. El radio de la semicircunferencia que forma el lugar de Y5 es
ﬁ, y para que no haya posibilidad de resonancia este radio debe ser menor
a la susceptancia capacitiva de la rama 1 dada por

Xc
——— = 0,050, (8.89)
RE + X3
luego
L < 0,050 (8.90)
2Ry, ’ )

de donde Ry, > 101).

8.7.3. Lugar geométrico por variacion de resistencia

El circuito y lugar geométrico de admitancia equivalente que resulta de
la variacién de la resistencia de la rama capacitiva se muestran en la figura
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iB
Y, Y, Yo,
N - G
_ Rc Ry, \\ T YT2
VvV N
. . \
—jXc o j XL —jIm{Y2} -+
- Vi, =Y
\
YT
(a) (b)

Figura 8.17: Lugar geométrico de circuito paralelo de dos ramas con R¢ variable.

8.17. En el se sefialan a modo de ejemplo algunos valores de admitancia total
equivalente que pueden lograrse al variar la resistencia. Por ejemplo, el valor
de admitancia Y, es el valor que corresponde al caso que la admitancia
Y sea nula, es decir cuando Rc — oo. El valor de la admitancia total
senialado como Y, corresponde al punto en el que el lugar geométrico corta
el eje real. Este es el valor de admitancia del circuito en resonancia. Como
se ve, existe un tnico valor de admitancia, y por ende de R, para el cual el
circuito puede entrar en resonancia, tal como se encontr6 analiticamente en
la seccion 8.5. Notar ademas que para que la resonancia sea posible, es decir
que el lugar geométrico corte el eje real, se debe cumplir que el didmetro del
lugar geométrico de Y1 debe ser mayor que la susceptancia inductiva de la
rama 2, es decir

Im {Ya} < ;C (8.91)
AL ! (8.92)

3 < —.
R+ X}~ Xc

Esta condicion para resonancia es igual a la impuesta en términos del signo
del radicando de (8.76) que se dio en la seccién 8.5.
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Ejercitacion
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Capitulo 9

Sistemas polifasicos

La transmisién de energia de un generador a una carga mediante una
linea bifilar constituye lo que se denomina un sistema monofdsico. Si se in-
terconectan varios sistemas monofasicos de manera particular se obtendra
un sistema polifdsico. Un sistema polifasico estd constituido por n tensio-
nes sinusoidales de la misma frecuencia, conectadas a n cargas a través de
n pares de conductores. La palabra fase se emplea para denominar cada
conjunto tension-carga del sistema polifasico como se vera mas adelante,
asi los sistemas reciben un nombre de acuerdo al nimero de fases que los
componen, dando lugar a sistemas bifdsicos, trifasicos, tetrafasicos, etc. El
mas utilizado de los sistemas polifasicos es el trifasico por tener marcadas
ventajas frente a los otros, como mejor aprovechamiento del cobre y hierro
en los generadores y también del cobre en los cables de distribucién, debido
a un eficiente transporte de energia.

9.1. Sistema bifasico

Una espira en rotacion en un campo magnético constante genera una
senial de forma sinusoidal con una frecuencia dada por la velocidad angular
de la espira

v1(t) = Vinax cos(wt). (9.1)

Si se hace rotar una segunda espira en el mismo campo dispuesta a 90°
fisicos de la primera, se inducira en ésta una tensién con la misma frecuencia
angular w pero desfasada 90° eléctricos de la anterior. Si ademdas ambas
espiras tiene la misma geometria la tension méxima inducida en cada una
serd la misma, y la tensién inducida en la segunda espira serd

v2(t) = Vinax cos(wt + 90°). (9.2)

Esta maquina con dos arrollamientos idénticos devanados en cuadratura
genera entonces dos tensiones sinusoidales desfasadas 90° entre si. Es decir

223
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que puede ser representada por dos generadores de tensién sinusoidal de
igual frecuencia angular, igual tensién maxima y con una diferencia de fase
de 90°, tal como se indica en la figura 9.1.

N%”% S = vl(t)é vz(t)é

Vinax cos(wt) Vinax cos(wt 4+ 90°)

Figura 9.1: Maquina generadora bifdsica con sus generadores de tension equiva-
lente.

Vméx 7 /
/ v

(a) Dominio del tiempo (b) Diagrama fasorial

Figura 9.2: Tensiones en el dominio del tiempo y diagrama fasorial de un sistema
bifasico.

Como se trata de senales sinusoidales y estamos interesados en resolver
el régimen permanente de estos sistemas, podemos utilizar el calculo fasorial
para su resolucién. Estas dos tensiones tienen su representacién en el dominio
del tiempo y fasorial como se muestra en la figura 9.2.

Denotemos con Ay A’ los bornes del primer arrollamiento (o generador
sinusoidal) y con B y B’ a los bornes del segundo. Si conectamos los bor-
nes A” y B’ de los generadores obtendremos un sistema bifdsico de tensién
Vap = Vaa — Vipr. Al punto de uniéon de ambos generadores se lo llama
punto neutro y se lo denota con N, es decir Vaa = Van y Vep = Van,
y a cada una de estas tensiones se las llama tensiones simples o de fase.

Entonces, suponiendo la tensién de fase Van = Vg/0°, con Vg = V\“}%",
tendremos
Van = Vi/0°, (9.3)
Vin = Vr/90°,
y

Vap = Vir/0° — Vi /90° = V2Vi/—45° = V;,/—45°, (9.5)
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siendo Vap la tension compuesta o de linea del sistema, que como se ve
para este caso es v/2 veces mayor que la tensiéon de fase. En la figura 9.3 se
muestran estas tensiones en el esquema circuital del sistema y en el diagrama
fasorial.

A —_ —_
Van| Vas Vin AV an
N
N _
_ Van
B Vin
(a) Esquema circuital. (b) Diagrama fasorial.

Figura 9.3: Esquema circuital de un sistema bifasico y sus tensiones en el dominio
fasorial.

9.2. Sistema trifasico

Si consideramos un nuevo arrollamiento dentro de nuestra maquina dis-

puestos ahora los tres de forma tal que generen tres tensiones de igual am-

plitud y desfasadas 2% entre si podremos obtener un sistema trifdsico. Las

tensiones generadas en este caso seran por ejemplo

Vaar = V/90°
Vg =V /=30°
Voo = V/=150°

Estos tres arrollamientos pueden ser interconectados de dos formas distintas,
dando lugar a las llamadas conexién en estrella y conexién en tridangulo del

generador.
A —_— —_—
Van Vs
N
C (Y ® B ‘ J Vex ‘
l _ VBCI _
Ven Vea

Figura 9.4: Esquema circuital trifasico en configuracién estrella.



226 CAPITULO 9. SISTEMAS POLIFASICOS

9.2.1. Generador en configuracion estrella

Los tres generadores anteriores pueden ser conectados entre si como se
muestra en la figura 9.4, lo que se conoce con el nombre de configuracion en
estrella. Como se ve, en esta configuraciéon se dispone de cuatro terminales
llamados A, B, C y N' de los que se obtienen los cuatro conductores o
lineas que forman el sistema. Las tensiones entre cada terminal A, B o
C y el terminal de neutro IV son iguales a la tensién generada por cada
arrollamiento y se las llama tensiones de fase. El terminal de neutro se utiliza
en la practica como referencia, y normalmente se lo vincula a la tierra por
razones de seguridad. Las tensiones entre cualquiera de los terminales A,
B o C es una tensién compuesta por dos tensiones de fase y son llamadas
tensiones de linea. Si las tensiones de fase para este sistema son

Van = VE/90° (9.6)
Ven = Vr/—30°
Ven = Vi /=150°

las tensiones de linea seran

Vg = Vax — Ve = V3VR/120° = V1,/120° (9.9)
Vie = Vey — Ven = V3VE/° = 11,/0° (9.10)
Veoa = Vox — Van = V3Vi/240° = 14,/240° (9.11)

donde se ve que para este sistema las tensiones de linea son /3 veces mas
grandes que las tensiones de fase. En la figura 9.5 se puede ver el diagrama
fasorial de esta configuracion.

Noétese que para arribar a estas tensiones se eligié arbitrariamente la
fase inicial de los generadores, del mismo sistema trifdsico se puede obtener
un diagrama fasorial equivalente al de la figura 9.5 pero rotado un angulo
arbitrario 6. Para poder homogeneizar la forma de representacion de las
tensiones de un sistema trifasico se utiliza la convencién de elegir la fase de
la tensién de linea Vpc igual a cero.

Si se observan las tensiones generadas en el dominio del tiempo, con-
siderando como positiva la rotaciéon en el sentido antihorario, se vera que
la ocurrencia de los valores maximos de cada senal sigue la secuencia ABC
(figura 9.6). Si se invierte el sentido de giro de la méquina, o se intercambian
dos de los tres terminales de conexién, la secuencia serd C'BA. La secuencia
ABC recibe el nombre de secuencia directa mientras que la CBA se la llama
secuencia inversa. Siguiendo la convencién anterior de asignar a la tensién
Vic fase cero, un sistema de secuencia inversa tiene las siguientes tensiones

10O también se los suele llamar R, S, Ty N,o1,2,3y N.
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Van

Ven Vic Vexn

Figura 9.5: Diagrama fasorial de tensiones de un sistema trifasico de secuencia

ABC.

de fase
Van = Vi/=90°, (9.12)
Ven = VR/30°, (9.13)
Ven = Ve/150°, (9.14)

y linea
Vap = V3Vr/240° = V1,/240°, (9.15)
Vie = V3Vp/0° = VL0, (9.16)
Vea = V3Vr/120° = V1,/120°. (9.17)

V.1 B C A B C

wt

Figura 9.6: Tensiones de un sistema trifasico de secuencia ABC.

En la figura 9.7 se representa el diagrama fasorial de tensiones de un
sistema trifasico de secuencia CBA.

Si observamos los diagramas fasoriales de estos sistemas trifasicos, sean
secuencia ABC o CBA, vemos que la suma de los fasores de tensién de linea
como de fase es siempre nula (figuras 9.5 y 9.7). En general todo sistema de
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Vie
Ven VeN

Vca Vap

Van

Figura 9.7: Diagrama fasorial de tensiones de un sistema trifasico de secuencia

CBA.

tensiones o corrientes polifasico cuya resultante sea siempre nula se lo llama
sistema equilibrado. Si ademaés de ser equilibrado el sistema es simétrico, es
decir que todos los fasores tienen igual amplitud y una diferencia de fase
constante, se dice que el sistema es un sistema perfecto’. Por el contrario,
un sistema de tensiones o corrientes polifasico asimétrico, se lo denomina
sistema deformado.

Atendiendo a la convencién de la fase nula de la tensién de linea Vpc
mencionada antes, especificando el médulo de la tensién de linea, su fre-
cuencia y la secuencia del sistema, un sistema trifasico queda univocamente
determinado. Asi por ejemplo el sistema trifasico de distribucién domicilia-
ria utilizado en Argentina se especifica completamente diciendo que es un
sistema de tensién V = 380V, frecuencia f = 50Hz y secuencia ABC.

9.2.2. Generador en configuracién triangulo

Otra forma de interconectar los generadores es en una configuracién se-
rie, formando un circuito cerrado, tal como se muestra en la figura 9.8. A
esta configuracién se la denomina configuracion tridngulo, y por simple ins-
peccién se ve que las tensiones de linea coinciden con las tensiones de fase
del sistema. Sin embargo, esta configuraciéon no es muy ventajosa ya que
carece de punto neutro y por lo tanto el sistema no puede ser conectado a
tierra para su proteccion, y a diferencia de la configuracién en estrella sélo
se tienen disponibles las tensiones de fase. Ademds, los arrollamientos se
conectan formando un circuito cerrado, y si bien en principio se trata de un
sistema equilibrado cuya resultante deberia ser nula, esto puede no ocurrir

2Un sistema equilibrado puede no ser perfecto, que es el caso de los sistemas sin neu-
tro cuya componente de corriente debe ser obligatoriamente nula y en consecuencia las
tensiones y corrientes en el sistema de cargas se hacen asimétricas, como se verd mas
adelante.
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Figura 9.8: Generador trifasico en configuracion tridngulo.

en la realidad y una pequena asimetria en el sistema de tensiones puede de-
rivar en una corriente compensadora muy grande en los arrollamientos del
generador, que so6lo se verd limitada por la muy baja resistencia de los deva-
nados. Debido a esto la conexién en configuracién tridngulo en el generador
no seréa considerada en adelante.

9.3. Resoluciéon de sistemas trifasicos perfectos

Considerando ahora un generador trifisico como el de la figura 9.4, si
se conectan cargas entre los terminales A-N, B-N y C-N, las cargas que-
daran interconectadas en configuraciéon estrella. Si en cambio se conectan
cargas a los terminales A-B, B-C' y C-A estas quedaran interconectadas en
configuracion triangulo. Si las cargas conectadas al sistema son todas igua-
les se dice que se trata de un sistema de cargas balanceado, sino serd un
sistema de cargas desbalanceado. Cuando se conecta un sistema de cargas
balanceado a un generador trifisico se obtiene un sistema de tensiones y
corrientes perfecto. Analizaremos primero el caso de cargas balanceadas en
ambas configuraciones para luego estudiar los sistemas desbalanceados.

9.3.1. Cargas balanceadas en configuracion estrella

Cuando se conectan cargas en configuracién estrella a un sistema trifasico
(figura 9.9) las tensiones aplicadas a cada carga son las tensiones de fase
del sistema. Por lo tanto, suponiendo una carga inductiva de valor Z/p y
un sistema de tension V7, y secuencia ABC, por cada carga circulard una
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corriente dada por®

= 90° — I1,/90° — 9.18

AN Zo fZ/ p=1I,/ ¥ (9.18)
- \_/‘BN i

I = ——=—"/-30°—p=1I1,/-30° — 9.19

BN T g =1/ % (9.19)
- Von = W

I = 150° — p = I, 150° — 9.20

N= g \fZ/ p=1I./— @ (9.20)

estas corrientes son llamadas corrientes de fase y las corrientes que circulan
por cada linea son llamadas corrientes de linea. Se ve en el circuito de la
figura 9.9 que

Io = Iax (9.21)
Ig = Ipx (9.22)
Ic =Icn (9.23)

y para esta configuraciéon de cargas las corrientes de linea son iguales a las
corrientes de fase.

A _ LA
Van  Vas J
I ZLe Ian
N —1 N '\IBN
o & 0 B\ Vin I /&//I;%\'
Ven Ve VCA&

Figura 9.9: Esquema circuital trifasico con carga en configuracion estrella.

La corriente por el neutro Iy serd
In=-Ip - Ig—-Ic=0, (9.24)

es decir, el sistema de corrientes para este caso es también un sistema per-
fecto.

Si la corriente de neutro es nula como en este caso entonces el sistema
puede prescindir de la linea de neutro, ya que esta no transporta corriente
alguna, un sistema de este tipo se lo llama sistema trifasico de tres con-
ductores. En la figura 9.10 se puede ver el diagrama fasorial de tensiones y
corrientes para esta configuracion.

3Recordar que la tensién de fase para esta configuracién tiene un médulo v/3 veces

.z , . Vi
menor al de la tension de linea, es decir V¢ = 7’“3
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Van

Ven Van

Figura 9.10: Diagrama fasorial de tensiones y corrientes en una carga balanceada
en configuracién estrella.

9.3.2. Cargas balanceadas en configuracién triangulo

Si las cargas se conectan entre los terminales A-B, B-C y C-A de nuestro
generador trifdsico tendremos una configuracion triangulo (figura 9.11). En
esta configuracién la tensién aplicada a cada carga es la tensién de linea
del sistema. Suponiendo entonces un sistema trifisico de secuencia ABC),
tension V1, y una carga inductiva de valor Z/p, las corrientes de fase vienen
dadas por

= \ZN: %Y

Inp=— = 120° — p = I /120° — 9.25
AB 70 7 0° — ¢ =1Ip/120° — ( )

= Ve W

Igc = 72& = 7(—90 = IF(—CP (9'26)

- \' Vi

Toa = TZ = %/2400 — ¢ =Ip/240° — ¢ (9.27)

con Ip = %

Para esta configuracion las corrientes de linea son una composicién de
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A I,
A Vas g
. Ios / // \
c L T g I a—
VBet | Vea Ie

Figura 9.11: Esquema circuital trifisico con cargas balanceadas en configuracién
tridngulo.

las corrientes de fase.

Ipo =1Ias —Ica (9.28)
Ig =Ipc —Ius (9.29)
Ic =Ica — Inc (9.30)

En el diagrama fasorial de tensiones y corrientes de la figura 9.12 se puede
ver la composicion de In = Iap — Ica en forma grafica. Por trigonometria
simple puede mostrarse que el médulo de una corriente de linea es v/3 veces
mas grande que el médulo de las corrientes de fase y su argumento se ob-
tiene restando 30° al argumento de la corriente de fase saliente del nudo en
cuestién,

Tp = V3I5/120° — p — 30°. (9.31)
Luego,
Ip = I, /120° — ¢ — 30° (9.32)
Ig =1I/—¢ —30° (9.33)
Ic = I, /240° — ¢ — 30° (9.34)

con Iy, = 3Ip = \/§%

9.3.3. Calculo de potencias en cargas balanceadas

Como vimos en capitulos anteriores, la potencia activa en una carga esta
dada por P = VIcosyp, siendo V e I los médulos de los fasores tension y
corriente en la carga y ¢ la diferencia de fase entre ellos. Veamos ahora como
se aplica este calculo a los sistemas trifasicos con cargas balanceadas.
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Ve

VCA

Figura 9.12: Diagrama fasorial de tensiones y corrientes en cargas balanceadas en
configuracion triangulo.

Cargas en estrella

Denotemos con Vg al médulo de las tensiones de fase y con Vi, al de las
tensiones de linea, y con Iy e I, a los médulos de las corrientes de fase y
linea respectivamente. En configuracion estrella la tensién aplicada a cada
carga es la tension de fase cuyo médulo es en relacién al de la tensién de
linea Vg = V—L?) y la corriente en las cargas es la corriente de fase cuyo médulo
es igual al médulo de la corriente de linea, Ir = I1,. Luego la potencia activa
en la carga sera

149

V3

P = Vplpcosyp = —=1, cos p. (9.35)

Como las tres cargas son iguales la potencia total sera tres veces la anterior,
es decir

\%
Pr = 37%IL cos ¢ = V3VLI1, cos . (9.36)
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Procediendo de forma similar encontramos las potencias reactiva y aparente
obteniendo para un sistema de cargas balanceado las siguientes expresiones

Pp = V3VLI1, cos (9.37)
Qr = V3V Iy, sen g (9.38)
St =V3WIL. (9.39)

Notese que ¢ es el argumento de la carga Z = Z/p y no la diferencia de fase
entre las tensiones y corrientes de linea.

Cargas en triangulo

En esta configuracion las cargas tienen aplicada la tensién de linea y la
corriente de fase que circula por ellas tiene un médulo /3 veces menor al
modulo de las corrientes de linea. Entonces las potencias por cada carga en
términos de las corrientes y tensiones de linea sera

I

P = VL7L§ cos ¢ (9.40)

I,
= VL —=sen 9.41
Q=W 3 ey (9.41)

I,
S =1V —= 9.42
L \/g ( )

y las potencias totales

Pr = V3V I, cos ¢ (9.43)
Qr = V3V It sen ¢ (9.44)
St =3V, (9.45)

que como vemos se calculan de la misma forma que para el caso de cargas
balanceadas en configuracién estrella.

Potencia instantanea

La potencia instantdnea en un sistema perfecto presenta una particu-
laridad que hace de estos sistemas los mas eficientes para el transporte de
energia. Un pequenio andlisis nos permitird mostrar que su eficiencia es in-
cluso mayor que la de un sistema monofasico.

Supongamos un sistema perfecto con las siguientes tensiones instantaneas

va(t) = VeVv2sen (wt) (9.46)
vp(t) = Viv2sen (wt - §7T> (9.47)

vo(t) = Vev2sen <wt - %w (9.48)



9.3. RESOLUCION DE SISTEMAS TRIFASICOS PERFECTOS 235

que al ser aplicado a un sistema de cargas balanceado en configuracion es-
trella® se originaran las siguientes corrientes

ia(t) = Ipv2sen (wt — @) (9.49)
ig(t) = Ipv/2sen (wt — %77 - <p> (9.50)
ic(t) = Ipv2sen (wt — gw - <p> (9.51)

las potencias instantaneas en cada carga seran

pA(t) = 2V Iy sen (wt) sen (wt — ) (9.52)
p(t) = 2Vp g sen (wt - §7r> sen (wt - ;ﬂ - cp) (9.53)
pc(t) = 2Velp sen (wt - ;17T> sen (wt = %71 - go) (9.54)

utilizando la igualdad trigonométrica sen asen 8 = 3 [cos(aw — B) — cos(ar + )]
las potencias instantaneas quedan

pa(t) = Vilp cos ¢ — Vil cos(2wt — ¢) (9.55)
4

pB(t) = Vplp cosp — Vplp cos(2wt — 37 ) (9.56)
8

pc(t) = Velp cos p — Vplp cos(2wt — 37~ ©) (9.57)

sumando las potencias anteriores se verifica que la potencia total instantanea
es

pr(t) = 3Vl cos(p) = Pr (9.58)

es decir que la potencia instantdnea en un sistema perfecto es constante e
igual a la potencia media total. Esto crea condiciones ventajosas respecto al
funcionamiento de las maquinas trifasicas desde el punto de vista mecanico,
ya que se eliminan las vibraciones producidas por los sistemas de potencia
pulsantes como el monofasico.

El sistema trifasico es el sistema perfecto que requiere menor cantidad de
fases y es por eso que es el sistema de distribucién de energia més utilizado
en el mundo. Un sistema de distribucién domiciliario trifasico sin embargo
no es un sistema perfecto en general, porque las cargas conectadas a el, es
decir los hogares, son cargas monofasicas diferentes que si bien se van co-
nectando en forma equilibrada a cada fase, nunca puede lograrse un sistema

4Se puede arribar al mismo resultado si la configuracién de las cargas es tridngulo sim-
plemente transformando el sistema a uno equivalente en configuracién estrella mediante el
teorema de Rosen (transformacion estrella-tridngulo) que se vio en el capitulo de Teoremas
circuitales.
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de cargas balanceado debido a la variabilidad de las mismas. En cambio
en una industria las cargas son en general balanceadas, lograndose sistemas
muy cercanos a un sistema perfecto y por ende con una alta eficiencia en el
transporte de energia.

9.4. Resolucion de sistemas trifasicos deformados

Si las cargas conectadas al generador trifasico no son todas iguales, las
corrientes que circulan por ellas serdn también diferentes, en médulo y/o en
fase, con lo cudl se tendré entonces un sistema deformado. Analizaremos a
continuacién los problemas de sistemas de cargas desbalanceados en ambas
configuraciones, con tres y cuatro conductores.

9.4.1. Cargas desbalanceadas en estrella con cuatro conduc-
tores

9.4.2. Cargas desbalanceadas en estrella con tres conducto-
res

Corrimiento del neutro

9.4.3. Cargas desbalanceadas en configuraciéon triangulo
9.4.4. Potencia en cargas desbalanceadas

Cargas en estrella con cuatro conductores

Cargas en tridngulo - Método de los dos vatimetros

Método de los dos vatimetros aplicado a cargas balanceadas
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Ejercitacion



238 CAPITULO 9. SISTEMAS POLIFASICOS



Apéndice A
Ecuaciones diferenciales

Una Ecuacién Diferencial (Ec.Dif.) es una ecuacién que establece una
relacién entre una variable, una funcién incognita en esa variable y las deri-
vadas de esta funcién incognita

F(t,x(t),2'(t), 2" (t),--- ,2"(t)) =0 (A1)

si la funcién incognita z(t) es de una sola variable la Ec.Dif. se llama ordi-
naria, sino se llama Ec.Dif. en derivadas parciales.

El orden de derivacién mas alto presente en la Ec.Dif. determina el orden
de la Ec.Dif.

Toda funcion z(t) que introducida en la Ec.Dif. la transforme en una
identidad se llama solucidn o integral de la Ec.Dif.

Una Ec.Dif. de n-esimo orden es lineal si la funcién incognita y todas
sus derivadas estan elevadas a la primera potencia (Piskunov 616)

La solucion general completa de una Ec.Dif. lineal no homogénea de
orden n se expresa como la suma de cualquier solucién particular x,,(t) de la
no homogénea, mas las n soluciones generales z,(t) de la Ec.Dif. homogénea
correspondiente (Piskunov 631). Para que la solucién sea completa se debe
formar con tantas soluciones generales de la homogénea como orden tenga
la Ec.Dif.

En la Teoria de los circuitos la solucién particular de la Ec.Dif. no ho-
mogénea representa la respuesta forzada o de régimen permanente del cir-
cuito, mientras que las soluciones generales de la Ec.Dif. homogénea corres-
pondiente representan las respuestas naturales o de régimen transitorio del
sistema. La cantidad de respuestas naturales necesarias para representar el
transitorio de un sistema vendra dado entonces por el orden de la Ec.Dif.
que lo represente.

239
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Apéndice B

Serie de Fourier

B.1. Desarrollo de senales en serie de Fourier

Una sefial f(t) cuadrado integrable' puede ser representada en un un
intervalo [a, b] en diferentes bases o conjuntos de funciones (vectores) orde-
nados y linelamente independiantes en un espacio de Hilbert. Por ejemplo
la representacién en serie de Taylor utiliza como base las derivadas suce-
sivas de la funcién. La serie de Fourier permite representar una se nal en
un intervalo [a,b] mediante la combinacién de senos y cosenos oscilando a
distintas frecuencias. Es decir representa la funcién en términos de una base
ortonormal® formada por

(1, cos(nwot), sen(nwot)) (B.1)

conn=0,1,2,...00.

La serie resulta periédica de periodo 27, por estar formada por senos
y cosenos, y aproxima a la funcién en el intervalo [a,b]. Si la funcién f(¢)
es también periddica de periodo T' = b — a, entonces la serie aproxima a la
funcién para todo t.

B.1.1. Serie en senos y cosenos

La funcién peridédica f(t) de periodo T puede ser representada por la
serie infinita

ft) = % + i an, cos(nwot) + i by, sen(nwot) (B.2)
n=1 n=1

1Una funcién es cuadrado integrable la integral de su valor absoluto al cuadrado es
finita, es decir una funcién de energia finita.

2Decimos que la base es ortonormal porque cada componente tiene producto interno
nulo con cualquier otro componente de la base y ademas el prodcto interno por si mismo
es igual a 1, por lo que su norma ||f(¢)|| = 1.
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an = %/j f(t) cos(nwot)dwot (B.3)
by = % /_ " (1) sen(nawot)duwpt (B.4)
(B.5)

Para que la igualdad (B.2) sea verdadera, la serie debe converger a f(t),
si la funcién f(t) es cuadrado integrable entonces la serie converge y la
igualdad se cumple. Una funcién que represente cualquier parametro de
circuitos como tension o corriente es siempre cuadrado integrable, por lo
que para teoria de los circuitos la igualdad (B.2) se cumple siempre.

El término constante de (B.2) se obtiene de (B.3) haciendo n =0

1 ™
2 F(Odent (B.6)

que es el valor medio de la funcién f(t)
Para n = 1 se obtienen los términos que oscilan a menor frecuencia

ay cos(wot) 'y by sen(wpt)

esta frecuencia wy se llama frecuencia fundamental de la se nal. Las fre-
cuencias superiores a wg son todas multiplos de la funtamental, puesto que
n=2,3,4... ysellaman armoénicas (para n = 2 tenemos la primera armoni-
ca w; = 2wy, para n = 3 la segunda armoénica wy = 3wy, etc.). La relacion
del perido de la serie en radianes (27) y el periodo de la f(t) en segundos
(T') determina la frecuencia fundamental wy

_27T

wo = T (B7)

B.1.2. Serie senoidal

Suele ser muy 1til representar la serie (B.2) s6lo con senos o cosenos,
para lo que se necesita conocer la amplitud y fase de cada arménica. Si
ponemos la serie en términos de senos, de forma

f(t) = 02—0 + i e sen(nwot + ¢r,) (B.8)

n=1
podemos expandir el sen(nwot + ¢,,) en
sen(nwot + ¢r) = sen(nwot) cos(¢r) + cos(nwot) sen(py,) (B.9)

y llevando a (B.8) nos queda

ft) = %0 + Z [cn sen(nwot) cos(¢y,) + ¢, cos(nwot) sen(py,)]  (B.10)

n=1
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igualando (B.10) con (B.2)
Co = ap
cn cos(¢p) = an
cnsen(on) = by

y despejando ¢, y ¢, tenemos
Cn = /a2 + b2

a
n =t -2
fn = tan (m)

B.1.3. Serie compleja

Una forma mas compacta y moderna de representar la serie de Fourier
es utilizando la funcién exponencial compleja /™! como base. Utilizando
las igualdades
ejnwot +6—jnwot

2
ejnwot _ 6—jnwot
2j

en la serie trigonométrica (B.2) y operando nos queda

cos(nwot) =

sin(nwot) =

f(t) = i Crel ™! (B.11)

n=—0oo

con
I ,
C, = ” [ i f(t)e Imotduqt (B.12)

Los coeficientes de la serie trigonométrica y la exponencial se relacionana
como

ap =Cp+C_,y, (B.13)

by, = J (Cn - C—n) (B'14)

Los coeficientes de Fourier de la serie exponencial C, se representan

normalmente con otra notacién, por ejemplo en matematica se utiliza nor-
malmente la notaciéon

f)y = > flnyelmot (B.15)
y en ingenieria
ft)= i F[n]eineot (B.16)

n=—oo
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